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Introduccion

Después de la publicacion de la monografia fundamental de Lebesgue [26], en 1904,

han aparecido muchos libros sobre la teoria de la Medida e Integraciéon. Algunos textos,

como por ejemplo [I1], [23] y [30], estudian solamente la integral de Lebesgue en R o en

R™. Otros, en cambio, tratan la Teoria General de la Integracion, y por la seleccion de

temas y métodos que adoptan, pueden ser clasificados, en términos generales, dentro

de los grupos siguientes:

(D

(1)

(111)

Los que comienzan con la teoria de la medida en o—algebras o en o—anillos de
subconjuntos de un conjunto X, y luego siguen con la teoria de funciones medibles

e integrables (escalares o vectoriales).

Aquellos que enfocan la integral como un funcional lineal, comenzando con una
integral elemental T en un reticulo vectorial F' de funciones reales definidas en
un conjunto X, extendiéndola luego a un dominio mas amplio. (Este enfoque se
origin6 en el trabajo de Daniell [[7], del afio 1918, y es conocido como la teoria de

la integral de Daniell).

Aquellos que construyen la teoria de la Integral a partir de un funcional lineal y
continuo definido en cierto espacio localmente convexo de funciones. Més precisa-
mente, sea X un espacio localmente compacto y de Hausdorff, y Co(X) el espacio
vectorial de todas las funciones complejas continuas en X con soportes compac-
tos. Si K es la familia de todos los compactos en X, entonces a cada K € K se
le asocia el espacio normado K(X, K) = {f € Co(X) : sop(f) C K} con norma
| flle = su)I? |f(2)|, v se define el espacio localmente convexo K(X) = (Ce(X), 1),
S

donde 7 es la topologia de limite inductivo estricto inducida por los espacios
K(X,K), K € K. Fijando un elemento 6 del dual K(X)* se desarrolla entonces
la teoria de la integracion de funciones escalares y vectoriales definidas en X, y
luego se introduce la nocion de medida. (Este enfoque, que se debe a Bourbaki
[6], predomina en la escuela francesa, y las medidas asi obtenidas se llaman las

medidas positivas o complejas de Radon).

Existen también tratados (por ejemplo [19] y [34]) que estudian la integral de Lebesgue
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en R o en R™ mediante una sabia combinacion de los enfoques (I) y (IIT). Ademés, en
la literatura se encuentran estudios muy especializados de la integral de Lebesgue en
R o en R™, como por ejemplo [11], [23], [24], [30] y [31] o [28]. En el ltimo se expone
también la integral de Bochner en R”. En [27], la medida de Lebesgue y las medidas
de Lebesgue-Stieltjes en R™ son tratadas por el enfoque (II), tomando como reticulo
vectorial F' el espacio Co(R™) y como integrales elementales a las de Riemann-Stieltjes.

En [39] se tratan los enfoques (/) y (/1) y las interrelaciones entre ellos.

Uno de los objetivos principales del presente tratado es iniciar el estudio relativo al
enfoque (I), en posteriores entregas tenemos planeado continuar y profundizar el estudio
de este enfoque y los enfoques (II) y (III), con sus interrelaciones. Mientras que las
teorias (I) y (II) pueden darse sin ningin pre-requisito topolégico sobre el conjunto X,

la (IIT) exige que X sea localmente compacto y de Hausdorff.

Esta lectura inicial, consta de dos capitulos. El capitulo 0 de preliminares incluye los
topicos necesarios para el desarrollo del estudio de la teoria abstracta de la medida.
Estos son los correspondientes a la teoria de conjuntos, relaciones y funciones, niimeros
cardinales, conceptos algebraicos, espacios topologicos, analisis real y espacios norma-
dos. En el capitulo 1, comenzamos el estudio de la teoria abstracta de la medida, con
la motivacion de la nocién de medidas en intervalos de R y luego desarrollar la teoria

sobre anillos, g-anillos y clases mono6tonas.

A continuacién resumimos el contenido tratado, destacando algunos de sus aspectos
més importantes, que justifican la anexién de un tratado inicial de esta naturaleza a

la vasta literatura existente sobre el tema:

1. En general, el lector se siente incomodo cuando se imponen conceptos de una
teoria abstracta sin una motivaciéon adecuada. En vista de esto, para motivar
la teoria abstracta de la medida se resumen brevemente, en lugares apropiados,

algunas ideas y resultados claves de la teoria clasica de Lebesgue en R.

2. Como los resultados mas profundos y ttiles de la teoria necesitan de una estruc-
tura topologica en el espacio, se introduce ya desde el capitulo 1 el estudio de las
medidas en espacios topologicos, junto a una exposicion adecuada de los topicos

siguientes:

La equivalencia del axioma de elecciéon con otros axiomas en la teoria de conjuntos;
numeros ordinales; induccién transfinita y recursion transfinita; construccion de

o—anillos generados, etc.

Caben algunos comentarios sobre la forma en que estan elaboradas los dos capitulos
del tratado:

1. El capitulo 1 contiene una seccién con 16 problemas resueltos, en los cuales se
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incluyen contraejemplos y resultados que extienden o complementan los temas

tratados en las secciones que lo conforman.

2. Ademas de dar pruebas muy detalladas, cada concepto se introduce, en la me-
dida de lo posible, con una adecuada motivacion para que el lector se sienta
comodo con las diferentes abstracciones y generalizaciones. Corriendo el riesgo
de redundancia, se prefiere deducir un mismo resultado por varios métodos con

el proposito de familiarizar al lector con diversas técnicas del area.

3. El capitulo 1 culmina con una seleccién de ejercicios concebidos para ayudar al
lector a aplicar la teoria en situaciones particulares y asi dominarla. Cuando el
ejercicio no puede deducirse como una consecuencia inmediata de los teoremas

expuestos, se incluye ayuda para su solucion.

4. El contenido desarrollado en el capitulo 1 del texto puede ser leido con un cono-
cimiento adecuado de la Topologia y Analisis de R y R™. Para ayudar al lector,
en el capitulo 0, se resumen los resultados y las definiciones mas relevantes de

dichas areas.

5. Los teoremas principales y varios de los problemas resueltos tienen al lado una
descripcion con el fin de fijar sobre ellos la atencion del lector y también para

facilitar su referencia.

Finalmente, los autores agradeceran al lector por cualquier sugerencia que sea formu-

lada para el mejoramiento del texto.

Los Autores



Indice general

Introduccion

0. Preliminares

0.1. Conjuntos

0.2. Relaciones y Funciones . . . . . . . . . . ... ... .. ... .. ...,

0.3. Ntmeros Cardinales . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...

0.4. Conceptos Algebraicos . . . . . . . ... ... ... .. ... ......

0.5. Hspacios Topolégicos . . . . . . . . . . ... Lo
0.6. Analisisen R . . . . . . . . . . .

0.7. Hspacios Normados . . . . . . . . . . . . .. . .. ...

1. Medidas

1.1. Medidas en Intervalosde R. . . . . . . . .. .. . .. .. ... ... ..
1.2. Medidas Abstractas . . . . . . . . . . .
1.3. Semi-Anillos y Reticulos de Conjuntos . . . . . . . . . .. .. ... ..

1.4. Medidas en o-anillos y Clases Mondtonas . . . . . . . .. .. ... ...

1.5. Anillos, o-Anillos v Clases Mon6tonas Generados . . . . . . . . . . ..
1.6. Problemas Resueltos . . . . . . . . . .. .. ... .. ... ... ....

1.7. Ejercicios

Bibliografia

00 OT

10
16
34
38

47
50
57
69
75
&6
115
134

140






Capitulo 0
Preliminares

En este capitulo fijemos la notaciéon y la terminologia que usaremos en todo el texto.
También damos algunas definiciones y resultados basicos, sin demostracion, de la teoria
de conjuntos, del algebra moderna, de la topologia, del analisis en R y del anélisis
funcional que se necesitaran implicitamente en el desarrollo del texto con el propoésito

de hacer el tratamiento razonablemente autocontenido.

0.1. Conjuntos

Escribimos = € A para indicar que el elemento = pertenece al conjunto A; cuando x no
pertenece al conjunto A escribimos x & A. A veces también escribimos A >z y A F z,

respectivamente. Cuando z € A e y € A, escribimos z, y € A.

Si todos los elementos del conjunto A son zq, xs,...,z, entonces A se denota por

{z1,...,2,} donde no se excluye la posibilidad de que x; = z; para algunos i # j.

El conjunto cuyo tinico elemento es x se denota por {z} y se llama un conjunto unitario

o singulete.
El conjunto vacio se denota por (.

Sean A y B conjuntos. Si cada elemento de A pertenece a B, decimos que A es un

subconjunto de By escribimos A C B 6 B D A.
Decimos que A y B son iguales (A = B en simbolos) si A C By B C A.

Si A C By existe xz € B tal que x € A, entonces A se llama un subconjunto propio de

B y decimos que A esta estrictamente contenido en B y escribimos A ; By B 2 A.
Si A no es subconjunto de B, entonces escribimos A ¢ B.

Notese que el vacio es un subconjunto de cualquier conjunto.

1



Preliminares 2

Sea X, un conjunto fijo, X # (). Decimos que X es el conjunto universo si todos los

subconjuntos considerados son subconjuntos de X.

Para cada = € X, sea P(z) una proposicion. Entonces {x € X : P(x)} denota al
subconjunto de los x € X para los cuales la proposicion P(z) es cierta. Cuando no hay

confusion sobre el conjunto universo X, escribimos simplemente {z : P(z)}.

Un conjunto cuyos elementos son subconjuntos del conjunto universo X se llama una
clase, familia o coleccion de subconjuntos de X. A veces los elementos de una clase se

llaman miembros de la clase.
La clase de todos los subconjuntos de X se llama la parte de X y se denota por P(X).
Definicién 0.1.1. Sean A, B € P(X). Definimos

1. La Unién de A y B al conjunto

AUB={xz:x€ Aoxe B}

2. La Interseccion de A y B al conjunto

AnNB={x:x€ Ayxe B}

3. El Complemento de A (en X ) al conjunto

A°={z:x ¢ A}.

4. La Diferencia A\ B por
A\B={z:z€ Ayax ¢ B} =AnN B".

Asi, A= X\ A.

5. La Diferencia simétrica de A y B se define por

AAB = (A\B) U (B\A).

Decimos que A y B son disjuntos si AN B = ().
Teorema 0.1.2. Sean A, B, C' € P(X). Entonces:
1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) AC B.
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b) ANB = A.
¢c) B=AUB.
d) Be C Ac.
e) AN B¢ ={.
f) AAUB=X.
2. A = (A°)°. Denotaremos a (A°)¢ por A«.

3. Leyes conmutativas.
AUB=BUA

ANB=BNA
4. Leyes asociativas.
AU(BUC)=(AUB)UC

AN(BNC)=(AnB)NnC
5. Leyes distributivas.
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

6. Las Leyes de De Morgan.
(AUB)* = A°N B¢
(ANB)° = A°U B¢
Definicion 0.1.3. Para cada elemento i de un conjunto I(# 0), supdngase que se da

un conjunto A;. Entonces I se llama un conjunto de indices.

1. La union de los A;, i € I se denota por | J{A; : i € I} o |J Ai y es el conjunto
i€l

{z:x € A; para algin i € I}.
2. La interseccion de los A;, i € I se denota (\{A; : i€ 1} o)A yes el conjunto
el

{z : 2 € A; para todo i € I}

3. La familia {A;}ier se llama disjunta st A;NA; =0 para i, j € I coni# j.
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Un caso particular surge cuando el conjunto de indices es una clase C de conjuntos.
Para cada C € C, definamos Az = C. Entonces

U{C:CEC}:{Jc:mECparaalgl’mCEC}

(JC:CeC}={x:xz¢€C paratodo C € C}.

Teorema 0.1.4. Sea I un conjunto de Indices y para cada i € I sea A; un subconjunto

del conjunto universo X.
1. Si0h# J C I, entonces

J{4;jeyc| J{Aiien}

(WA :jeJy o[ {Aiiel})

2. Las leyes de De Morgan

o

iel el

0-u

i€l i€l

El conjunto de todos los niimeros enteros positivos se denota por N y la coleccion de
todos los nimeros enteros por Z. Ademas, Zm =NU{0} y Z~ ={0, -1, =2,... }.

Definicion 0.1.5. Si a cada n € N se le asigna un conjunto A,, entonces la familia

{A, }nen se llama una sucesion de conjuntos y escribimos {A,};" o {A,} .

La unién y la interseccion de los A, se denotan por

GA” 0 GA”
1 n=1

ﬁAn 0 ﬁAn,
1 n=1

respectivamente.
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n n
La union J Ag y la interseccion ) Ay se denotan también por
k=1 k=1

AU-—UA, v AN---NA,,

respectivamente.

Definiciéon 0.1.6. La sucesion { A, }5° de conjuntos se llama no decreciente (denotada

por A, 1) si A, C Apy1 para todo n.

De manera similar se define una sucesion {A,}7° no creciente y en tal caso escribimos

Ani*

Cuando A, T (resp. A, l) escribimos A, T A si A= fj A, (resp. A, | A si A= ﬁA)
1 1

Decimos que {A,}5° es mondtona si A, T o A, | .

0.2. Relaciones y Funciones

Definicién 0.2.1. FEl producto cartesiano de dos conjuntos X eY es el conjunto X XY

de todos los pares ordenados (x, y) tales que v € X ey €Y.
Decimos que x es la primera coordenada e y es la segunda de (z, y).

Escribimos (z,y) = (u,v) siy solosix =u ey =v. Asi, (1,2) # (2,1) como elementos
de N x N, aunque {1,2} = {2,1} como subconjuntos de N.

Definicién 0.2.2. Una relacién es un conjunto de pares ordenados. Fs decir, una

relacion es un subconjunto del producto cartesiano de dos conjuntos.
Sea R C X x Y, una relacion. El dominio de R ( dom R ) es

dom R={z € X :(z,y) € R para algin y € Y}
y el rango de R( Rgo R) es

Rgo R={y €Y :(z,y) € R para algin x € X}.

Usamos la notacion convencional xRy para indicar que (z,y) € R.

Definiciéon 0.2.3. Una relacion de equivalencia en X es cualquier R C X x X tal que

para todo x, vy, z en X se tienen:
1. xRz (reflexiva).

2. xRy = yRx (simétrica) (= es implica que).
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3. Si xRy e yRz entonces xRz (transitiva).
Usualmente una relaciéon de equivalencia se denota por ~.

Si ~ es una relacion de equivalencia en X, sea

T={yeX:z~y}

El conjunto = se llama la clase de equivalencia determinada por x. Para cada par z,y

en X tenemos
=7y 6 xzNny=0.
Asi, X es la union disjunta de todas las clases de equivalencia.

Teorema 0.2.4. Una relacion R con dom R = X es una relacion de equivalencia en

X siy, solo si, existe una familia disjunta C de subconjuntos de X tal que

R=|J{cxC:Cect

Los conceptos de orden parcial y de orden total son relaciones importantes que seran

tratados detalladamente méas adelante en la secciéon 5 del capitulo 1.

Si R es una relacion en X, entonces

R ={(z,y): (y.2) € R}

se llama la relacion inversa de R.

Definicién 0.2.5. Una relacion R en X se llama una funcion si R satisface la pro-

piedad:
Si xRy y xRz entonces y = z.

También usamos la terminologia aplicacion, transformacion, operacion o corresponden-

cia en lugar de funcion.

Si f es una funcion y = € dom f, entonces el elemento f(z) tal que (z, f(x)) € f se

llama el walor de f en x o la imagen de x por la funcion f.

Si f es una funcién con dom f = X y rgo f C Y, entonces escribimos f: X — Y y

decimos que f es una funcién de X en Y.

Cuando f(z) = f(y) implica que = = y, la funcion f se llama inyectiva; y cuando
f(X)={f(z):2 € X} =Y decimos que f : X — Y es sobreyectiva o que f es de X

sobre Y. La funcion f se llama biyectiva si f es inyectiva y sobreyectiva.
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El rango f(X) de f también se conoce como la imagen de X bajo f.

Dado B C Y, definimos el conjunto
f7(B)={z € X: f(z) € B}

y se llama la imagen inversa de B relativa a f.

Teorema 0.2.6. Sean X e Y conjuntos y f: X — Y una funcion. Sean A, {A;}icr
subconjuntos de X y B, {B;}je; subconjuntos de Y. Entonces:

(YA =y,

i€l i€l

2. f (ﬂ Ai) C U f(A:). Si f es inyectiva, entonces f (ﬂ Ai) =N f(A) .

el iel el el

3. ! (U Bj) = U f1(By) .

jEJ jeJ

4 f7 (jDJBj> :jLEJJf_l(Bj) :
5. fH(YAB) = X\f7(B) .
6. Si f es ingectiva, entonces [(X\A) = F(X)\[(A) .

Si f es biyectiva, entonces F(X\A) = Y\ F(A); esto es, F(A?) = (F(A))° .

Definicién 0.2.7. Dadas las funciones f : X = Y y g Y — Z, definimos la
composicion de f con g como la funcion (go f)(x) = g(f(z)), x € X.

Es claro que g o f es una funcién con dominio X y rango contenido en 7.
R denota al conjunto de todos los ntimeros reales.
Rt={teR:t>0}yR ={teR:t<0}.

Definicién 0.2.8. Una funcion f : R — R se llama no decreciente (resp. no creciente )

St
© <y implica que f(z) < f(y) (resp. f(y) < ().
El conjunto de todos los nimeros complejos se denota por C.
Si f: X — R (resp. f: X — C) decimos que f es una funcion real (resp. compleja).

Definiciéon 0.2.9. Si f : X — C es una funcidn, las funciones Re [ (parte real de
f), Im [ (parte imaginaria de f) y |f| (modulo de f) se definen por

(Re f)(x) = Ref(x), (Im f)(z) = Im f(z) y [fl(z) = [f(2)], v € X,
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donde para un numero complejo z = x + 1y, x,y € R;

Rez=ux, Imz=yy|z| = (2® +142)V/? .
Definicién 0.2.10. Si f : X =Y y A C X, entonces la restriccion de f a A es la
funcion fla: A—Y dada por fla(x) = f(x), z € A.

Definicion 0.2.11. Si g : A — Y y existe una funcion f con dom f = B C X y
A C B, entonces decimos que f es una extension de g siempre que f(z) = g(x), x € A

o equivalentemente, g = f|a .

0.3. Numeros Cardinales

A cada conjunto A le asociamos un simbolo, llamado el nimero cardinal de A, tal que
dos conjuntos A y B tienen asociado el mismo simbolo si y sélo si, existe una funcion
inyectiva f con dom f = A y rgo f = B. Escribimos |A| para denotar al numero
cardinal de A. (Este simbolo no tendré confusion con el simbolo del valor absoluto de

un nimero complejo o de la norma de un vector en un espacio normado).

Definiciéon 0.3.1. Decimos que los conjuntos A y B son equivalentes y escribimos A ~
B si existe una funcion biyectiva f : A — B. Por lo tanto, dos conjuntos equivalentes

tienen el mismo numero cardinal.

Sean W y N ntimeros cardinales y sean A y B conjuntos tales que |A| =Xy |B| =W
Escribimos X < N (o0 equivalentemente, X' > N) si existe una funcion inyectiva f : A —
B. Escribimos R < X o X' > Ngi N <N y N £ N,

Teorema 0.3.2. Sean N, N, X nimeros cardinales. Entonces:
1. N <N,
2. N <N y N <N implican que X < N,
3. (Schroder-Bernstein) St X < N ¢y X' <N entonces N = N,
4. NN g NN,

5. St E es un conjunto de nimeros cardinales, entonces E es totalmente ordenado

con respecto a < . (Ver la seccion 5 del capitulo 1).

El resultado Bl del teorema anterior es una consecuencia del azioma de eleccion el cual

sera tratado detalladamente en 1.5.

Definicion 0.3.3. Un conjunto A se llama finito si A =0 o si A es equivalente con

el conjunto {1,...,n} para algin n € N y en este ultimo caso definimos |A| = n.

Cuando A =0, |A] = 0.
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Decimos que el conjunto A es infinito st A no es finito.

Notacion 0.3.4. |[N| =X, y |R| =c.

Definicién 0.3.5. Un conjunto A se llama numerable si A es infinito y |A| = No.
Decimos que A es a lo sumo numerable st A es finito o A es numerable.

Cuando |A| = Ny, también diremos que A es numerablemente infinito.

Si A es numerablemente infinito y f : N — A es biyectiva, entonces la sucesion (a,,)3°

donde a, = f(n) se llama una enumeracion de A. Notese que a,, # a,, si n # m.
Definicién 0.3.6. Decimos que A es un conjunto no numerable si |[A] > Ry.

Definicién 0.3.7. Sean X, N nimeros cardinales. Sean A, B conjuntos tales que |A| =
Ny |Bl=VW.

1. St AN B =0, definimos N+ N = |AU B]| .

2. Definimos XX = |A x B| y ¥ = |AB|, donde AP es el conjunto de todas las
funciones f : B — A .

De los diversos resultados que existen sobre los ntimeros cardinales los mas necesarios

pueden resumirse en el siguiente teorema.

Teorema 0.3.8. Sean X, N y X" nimeros cardinales infinitos.
1. Todo conjunto infinito tiene un subconjunto numerablemente infinito.
2. Ny <N,
3. Todo subconjunto de un conjunto numerable es a lo sumo numerable.
4. Una union numerable de conjuntos numerables también es numerable.

5. El conjunto de todos los nimeros racionales en (a,b), es numerable para a,b € R

con a < b.
6. R no es numerable y, por lo tanto, Ny < c.
7. R =Ny, donde R = Ny X -+ x Ny (n-veces).
8. 2% =g,
9. a+ Ny =Ny st a <Ny, a un numero cardinal.
10. Ry - N =N N4+ RN=N.
11. X < 2% s X es finito ¢ infinito.

12. N4+ N =W 5 X <N donde N puede ser finito.
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13. N2 =X y asi X" = XN para n € N.
14 NN =N 50 <X <N, (N puede ser finito).
15, a) (RN (RN = (RN,
b) ((RY)™ =,
16. N <N = (RN < (RN g (RN < (RN,

El conjunto N con el orden usual, tiene la propiedad de que cada subconjunto no
vacio contiene su menor elemento. Esta propiedad se estudiarad més adelante en 1.5, en
conexion con los niumeros ordinales. Una consecuencia de esta propiedad es el principio

de induccion finita cuyo enunciado es el siguiente:

Teorema 0.3.9. (Principio de induccién finita). Supdngase que para cada n € N
la proposicion P(n) con respecto a n es cierta o falsa. Si P(1) es cierta y P(n+1) es

cierta siempre que P(n) sea cierta, entonces P(n) es cierta para todo n.

El teorema de induccién transfinita que sera tratado mas adelante en 1.5, es una gene-

ralizacion del teorema anterior.

0.4. Conceptos Algebraicos

En esta seccion damos algunas definiciones y resultados del adlgebra moderna. La ma-
yoria de estos conceptos y resultados seran necesarios para una mejor comprension y

desarrollo de los problemas resueltos y en los ejercicios propuestos.

Definiciéon 0.4.1. Un grupo es un par (G,-) en el cual G es un conjunto no vacio y

“.” Allamada la operacion del grupo, es una funcion

GxdGd = @
(r,y) = z-y

que cumple las siguientes condiciones:
1. La operacion es asocialiva, esto es, x - (y-z) = (x-y) -z para todo x,y,z € G .

2. Eziste un elemento neutro e € G, tal que e -x = x = x - e para todo v € G (e

también se llama la identidad del grupo).

3. Para cada x € G existe un elemento inverso 27! € G tal quex-z ' =2 -z =e

Cuando = -y = y - x para todo x,y € G, decimos que (G,-) es un grupo abeliano o

grupo conmutativo.
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Si no hay confusion, el simbolo “ - 7 se omite completamente y en tal caso la operacién
del grupo se indica por yuxtaposicion, esto es xy. Usualmente, decimos (imprecisamen-
te) que G es un grupo. Si la operacion del grupo se denota por -+, entonces el elemento

neutro se denota por 0 y el inverso del elemento = se denota por —zx.

Si G es un grupo y A y B son subconjuntos de GG, entonces A - B, o simplemente AB,
es el conjunto {z-y:x € A,y € B} .

Para g € G el conjunto g - A o gA se da por {gz : z € A} .
A~1 es el conjunto {z7!: x € A}.

Cuando la operacion de G es +, entonces —A = {—x:zx € A}, g+ A={g+x: 2z € A}
yA+B={zx+y:2€ A yec B}

Definicion 0.4.2. Un grupo H es un subgrupo del grupo G si H C G y la operacion
del grupo H es la de G restringida o H x H.

Un subgrupo H de G se llama un subgrupo normal si tH = Hx para todo x € G.

Definicion 0.4.3. Si H es un subgrupo de G, entonces los conjuntos de la forma xH
para algun v € G se llaman clases laterales izquierdas de H y la familia de estas clases
se denota por G/H.

Si H es normal y A, B pertenecen a G/H entonces AB € G/H (donde, si A=aH 'y
B = yH entonces AB = xyH ) y, con respecto a esta operacion, G/H es un grupo y se

llama el grupo cociente o factor de G relativo o H.

Definicion 0.4.4. Dado un subconjunto A no vacio de G, el mds pequeno subgrupo de

G que contiene a A existe y se llama el subgrupo generado por A.
Definiciéon 0.4.5. Sean G, H grupos y f: G — H una funcion.
Decimos que f es un homomorfismo si f(xy) = f(z)f(y) para todo z,y € G.

Si f : G — H es un homomorfismo sobreyectiva entonces decimos que G y H son

homomorfos.

Si f es ademds inyectiva, entonces f se llama un isomorfismo y en este caso decimos

que Gy H son isomorfos.

Definicién 0.4.6. Si f : G — B es un homomorfismo, entonces f~1(e') se llama el

nicleo de f, donde €' es el elemento neutro de B.
Teorema 0.4.7. El nicleo f~'(e') es siempre un subgrupo normal de G.

Teorema 0.4.8. Si H es un subgrupo normal de G, entonces la funcionm: G — G/H,

dada por m(x) = xH, es un homomorfismo sobreyectivo y el nicleo de f coincide con
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H.

Tal funcion se llama la aplicacion candnica o la proyeccion canodnica de G sobre G/ H,

el grupo cociente de G relativo a H.

Definicién 0.4.9. Un anillo es una terna (R,+,-) en la cual (R,+) es un grupo

abeliano y “ - 7 es una funcion
RxR — R
(x,y) — -y
tal que

1. La operacion - es asociativa, esto es

v-(y-2z)=(x-y)-2 VryzeR

2. Las leyes distributivas
z-(x+y) = z-x+z2-y
(x+y)-z = z-24+y-2
para x,y,z € R, son ciertas.

St ademds,

r-y=y-x, Vr,y€R
decimos que (R,+,-) es un anillo abeliano o conmutativo.

Usualmente decimos (imprecisamente) que R es un anillo y la operacion - de R se

denota por yuxtaposicion, esto es xy por x - y.

El anillo Ry se llama un subanillo del anillo R si Ry C R y las operaciones de anillo en

Ry son las de R restringidas a Ry X Rj.

Definicién 0.4.10. Si Ry y Ry son anillos y f : Ry — Rs es una funcion tal que
1 flz+y) = fl@)+ f(y)
2. flz-y)=fz)- f(y)

para todo x,y € Ry, entonces decimos que f es un homomorfismo de anillos.

Tal homomorfismo se llama isomorfismo si ademds es biyectivo, y en este caso decimos

que Ry y Ry son isomorfos.

Definiciéon 0.4.11. Un subgrupo aditivo I del anillo R se llama un ideal izquierdo si
xl C I para todo x € R y se llama un ideal si xI C I e Ix C I para todo x € R.
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Definicion 0.4.12. Sea I un ideal de R. Si en R/I definimos las operaciones + y - ,

por
(x+D+wy+1) = (x+y) +1
(x+1)-(y+1I) = z-y+1

para x,y € R. Entonces (R/I,+,-) es un anillo, llamado el anillo cociente de R con

respecto al ideal 1.

La aplicacion canonica m : R — R/I dada por 7(xz) = z + I es un homomorfismo de

anillo y es sobreyectiva.

Definicién 0.4.13. Un Cuerpo o Campo es un anillo (F,+,-) tal que F tiene por lo

menos dos elementos y (F\{0},-) es un grupo conmutativo.
0 denota el elemento neutro del grupo (F,+).

La operacion + es la operacion de adicion, - es la operacion de multiplicacion y el

elemento neutro con respecto a la multiplicacion es la unidad, denotada por 1.

Cuando no hay confusion, la operacion - se indica por yuxtaposicion y usualmente

decimos (imprecisamente) que F' es un cuerpo.
R y C son cuerpos con respecto a las operaciones usuales + y - .

Definicién 0.4.14. Un espacio vectorial o espacio lineal sobre un campo F es una
cuaterna (X, +,-, F) tal que

1. (X,+) es un grupo abeliano.

2. - es una funcion
FxX — X

(a,x) — ax
que tiene las siguientes propiedades:
a) a-(f-x)=(a-p)-x.
b) (a+p)-z=a-z+5-x.
¢)a-(z4+y)=a-z+a-y.
d)l-z=ux.
para todo v,y € X ya,B € F.
Los elementos nulos de X y F se denotan por 0.

Los elementos de X se llaman vectores y los de F' se llaman escalares. También decimos
que F es el campo o cuerpo de escalares de X. La operaciéon + se llama la adicion

vectorial y - se llama la multiplicacion escalar. Cuando no hay confusion sobre el campo
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F', decimos que X es un espacio vectorial, y usualmente la operacion - se indica por

yuxtaposicion.

Un espacio vectorial real (resp. complejo) es un espacio vectorial sobre el campo R

(resp. C). En todo el texto los espacios vectoriales considerados son sobre R o C.

Un espacio vectorial (Y,®,®, F') es un subespacio de un espacio vectorial (X, +, -, F)

si Y C X y las operaciones + y - coinciden con @ y © donde éstas se definen.

El conjunto cociente X/Y de X con respecto a un subespacio vectorial Y es un espacio
vectorial (cociente) sobre F si definimos la adicion vectorial y la multiplicacion escalar

como sigue:
(+Y)+@y+Y) = z4+y+Y
A(x+Y) = Nx+4Y

para todo z,y € X y A € F.

Definiciéon 0.4.15. 57 X e Y son espacios vectoriales sobre el campo F, entonces una

aplicacion T : X — 'Y se llama lineal s:
T(ax + By) = aTx + BTy

para todo v,y € X ya,B € F.
Definicion 0.4.16. Sea L(X,Y)={T: X — Y : T lineal}.

Para T1,T, € L(X,Y) y o € F, definimos

(T + o) (z) = Ti(z)+ Ta(x)
(aTh)(z) = oTi(2)

para todo v € X.
Entonces L(X,Y) es un espacio vectorial sobre F'.
Los miembros de L(X, F) se llaman funcionales lineales de X.

Cuando X es un espacio vectorial cuyo campo escalar K es R o C, el espacio vectorial
L(X,K) se llama el dual algebraico de X y se denota por X9,

Teorema 0.4.17. Sean X,Y, 7 espacios vectoriales sobre F.

1. S1'Y es un subespacio vectorial de X, entonces la aplicacion candnica m : X —
X/Y es lineal y 7= 1(0) =Y.

2. 8i f: X =Y es lineal, entonces f~1(0) es un subespacio vectorial de X y se

llama el nucleo de f.
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8. S f: X =Y eslineal, f es inyectiva si y sdlo si f~1(0) = {0}.

4. Sean f : X — Y yg : X — Z aplicaciones lineales tales que el nicleo de
g estd contenido en el nicleo de f. Entonces la funcion h : Z — Y dada por
h(z) = f(g7'(2)) estd bien definida y es lineal. Ademds, f = ho g. En efecto, si
existe ' : Z —'Y lineal tal que f = h' o g, entonces h = h/'.

5.9 f: X =Y eslineal, Z=X/f10) yr: X — Z es la aplicacién candnica,

entonces existe una funcion lineal e inyectiva h de Z en'Y tal que f = hoT.

Sif: X — Y eslineal y biyectiva entonces decimos que X e Y son isomorfos y que f

es un isomorfismo de X sobre Y.

Definicién 0.4.18. Sea X un espacio vectorial sobre F. Decimos que el subconjun-
to A de X es linealmente independiente (sobre F') si para cada subconjunto finito
{z1,...,2,} de elementos distintos en A y para cada subconjunto finito {ay, ..., a,}

de F', se tiene

n
Zaixi:O = Ozi:O,i:L...,n.

i=1

Si A no es linealmente independiente, entonces decimos que A es linealmente depen-

diente.

Para {z;}] C X y {a;}] C F, el vector

n
E 0T = 0T + -+ + 0Ty,
=1

se llama una combinacion lineal finita.

Definicién 0.4.19. Si B es un conjunto no vacio linealmente independiente en X, tal
que todo subconjunto E de X es linealmente dependiente siempre que E 0 B, B se

[lama una base de Hamel para X.
También decimos base lineal en vez de base de Hamel.
Teorema 0.4.20. Sea X un espacio vectorial sobre F'. Entonces:
1. Si X contiene por lo menos dos elementos, entonces X tiene una base de Hamel.

2. St By y By son bases de Hamel para X, entonces cada elemento x € X es de la

forma
n
r = E ;5
1

con {a;}; € F\ {0} y {z;}] C B;.
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Tal representacion es ademds unica.
|B1| = | Bs| se llama la dimension de X.

Teorema 0.4.21. Si () # A C X y X es un espacio vectorial sobre F, el conjunto

Span(A) = {Zaixi:ai € F x; EA,izl,...,n,nEN}
1

es un subespacio vectorial de X y es el mds pequeno subespacio vectorial que contiene
a A.

FEl espacio Span(A) se llama el subespacio vectorial generado por A.

0.5. Espacios Topologicos

El tratamiento dado en el texto, supone por parte del lector una gran familiaridad
v destreza en topologia general. En esta seccion damos una lista de definiciones y

teoremas relevantes en espacios topologicos.

Definiciéon 0.5.1. Un espacio topologico es un par (X, 1) donde X es un conjunto y

T es una familia de subconjuntos de X tal que
1. los conjuntos O y X pertenecen a .

2. T es cerrada por las uniones arbitrarias de sus miembros. Esto es, si {Ua},c; C T,

entonces |J U, € T .
a€cl

3. T es cerrada por las intersecciones finitas de sus miembros. Esto es, si {U;},_, C

n
T, entonces (\U; € T .
i=1

A la familia T se le llama una topologia en X.

Cuando no hay confusién sobre la topologia 7, decimos que X es un espacio topologico.
A los miembros de 7 se les llama conjuntos T-abiertos, o simplemente, conjuntos abiertos

en X, si no hay confusion sobre la topologia de X.

7 = {0, X} se llama la topologia indiscreta en X y a (X,7) se le dice un espacio
topoldgico indiscreto. T = p(X) es llamada la topologia discreta para X y a (X, 1) se

le dice un espacio topoldgico discreto.

Dadas dos topologias 71 y 75 para X, decimos que 7, es mds débil que 75 0 Ty €s mds
fuerte (o mds fina) que 71 si 77 C To. Entonces la coleccion ¥ de todas las topologias
para X forman un conjunto parcialmente ordenado (ver 1.5) y la topologia indiscreta

(resp. discreta) es la menor (resp. la mayor) de la coleccion .
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Definiciéon 0.5.2. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Un subconjunto F de X se llama
cerrado si X \ F € 7.

Teorema 0.5.3. La clase de los conjuntos cerrados

1. Contiene a O y X, esto es 0 y X son cerrados.

n
2. Es cerrada por las uniones finitas, esto es, si {U;},_, son cerrados, entonces |J U;
i=1
es cerrado.
8. Es cerrada por las intersecciones arbitrarias. Esto es, si {Us},c; son cerrados,

entonces [ Uy, es cerrado.
ael

A veces, diremos “un abierto” o “un cerrado” en lugar de “un conjunto abierto” o “un

conjunto cerrado”, respectivamente.

Definicion 0.5.4. El interior £ (0 int(E)) de un subconjunto E de X es el mds grande
conjunto abierto contenido en E; y la clausura E (o cl(E)) de E es el mds pequeno

conjunto cerrado que contiene a F.

Definicién 0.5.5. Un entorno de un elemento x en X (resp. de un subconjunto E de
X ) es un congunto W tal que x €W (resp. E CW ) y tal W se llama una vecindad de
x (resp. de E) si W es ademds abierto.

Notese que en este sentido los términos entorno y vecindad son distintos.

Definicién 0.5.6. Sea E C X, E # (). Un elemento x en E se llama un punto interior
de E si existe un entorno W de x tal que W C E.

Definicién 0.5.7. Un elemento x en X se llama un punto de acumulacion de E si

cada entorno W de x contiene elementos de E \ {x}.

El conjunto de todos los puntos de acumulacion de E se llama el conjunto derivado de
E y se denota por E' o E°.

Definicién 0.5.8. La familia de todos los entornos de x en X se llama el sistema de

entornos de x.

Si V' es una familia de entornos de x en X tal que cada entorno W de x contiene a
algin v € V, entonces decimos que v es una base para el sistema de entornos de x o

una base local en x.

St F' es una familia de subconjuntos de X tal que la coleccion de las intersecciones
finitas de miembros de F' forma una base local en x, entonces F' se llama una subbase

local en z.
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Definicién 0.5.9. Una familia B de subconjuntos de X se llama una base para la

topologia 7 si cada miembro de T es una union de miembros de B.

Decimos que X es sequndo numerable o que cumple el sequndo azioma de numerabilidad

si existe una base B a lo sumo numerable para la topologia de X.

Definiciéon 0.5.10. El espacio X se llama separable si existe un subconjunto E a lo

sumo numerable y denso en X.

Decimos que X localmente separable o que cumple el primer axioma de numerabilidad

si cada elemento x en X tiene una base local a lo sumo numerable.

Si I' es una coleccion de subconjuntos de X tal que la familia B de todas las intersec-
ciones finitas de miembros de I' forma una base para la topologia de X, entonces I' se

llama una subbase para la topologia de X.

Definicién 0.5.11. El elemento x es un punto de la frontera del subconjunto E de X,
si cada entorno W de x corta a E y E¢ en el sentido de que WNE # 0 y WNE® £ (.

El conjunto de todos los puntos de este tipo se llama la frontera de E y se denota por

oF.
Definicién 0.5.12. Decimos que el espacio X es
1. Ty si cada conjunto unitario {x} en X, es cerrado.

2. Hausdorft o T si para cualquier par de elementos x e y en X, distintos; existen
entornos W de x y V de y tales que W NV = (.

3. Regular si cada elemento en X tliene una base local de entornos cerrados en X.

4. Normal si para cualquier par de conjuntos cerrados y disjuntos A y B en X
existen abiertos U y V tales que ACU yBCV yUNV =10.

Definicién 0.5.13. Una familia C de conjuntos abiertos en X se llama un recubri-

miento abierto ¢ cubrimiento abierto del subconjunto E de X si E C |J U.
vec

Una subfamilia T' del cubrimiento C' se llama un subcubrimiento de C' para E st E C

Uvu.

ver
Definicién 0.5.14. Un subconjunto E de X se llama compacto si cada cubrimiento

abierto para E tiene una subcubrimiento finito.

Decimos que una clase F' de subconjuntos de X tiene la propiedad de interseccion finita

si cada subclase finita de F' tiene una interseccién no vacia.

Definicién 0.5.15. El espacio X es localmente compacto si cada elemento x en X

tiene una vecindad U tal que U es compacto.
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Definicién 0.5.16. Un conjunto E en un espacio topoldgico X es un Gy (resp. un F,)

st E=NU, (resp. E =JU,), donde los U, son abiertos (resp. los F),, son cerrados)
1 1

en X.

El conjunto E se llama o—compacto si E/ es una unién numerable de compactos.

Definiciéon 0.5.17. Sean (X,7) y (Y,7') espacios topoldgicos. Sea f : X — Y una

funcion.

Decimos que f es continua en x si dado un entorno V de f(x), existe un entorno U

de x tal que f(U) C V.
Si f es continua en todo x en X, entonces f se dice continua en X.
Es claro que f es continua siy sélo si f~!1(U) € 7 para todo U € 7/,

Decimos que f es abierta (resp. cerrada) si f(U) es abierto (resp. f(F') es cerrado) en

Y para cada U € 7 (resp. para cada F cerrado en X).

Definicion 0.5.18. Si f es biyectiva y bicontinua (esto es, f y f~' son continuas)
entonces f se llama un homeomorfismo y en tal caso X eY se dicen homeomorfos (o

homeomorficos ).
Si X =Y y7y71 son topologias homeomdrficas, decimos que T y 7' son equivalentes.

Si Bi(z) y Ba(x) son bases locales en x con respecto a las topologias 7 y 7o para X,
entonces By(x) y By(z) se llaman equivalentes si para cada Uy en By(x) existen U en
Bsy(z) tal que Uy C Uy y para cada V3 en By(z) existe V) en By(z) tal que V) C Vs,

Definicién 0.5.19. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea Y un subconjunto de X. la
topologia relativa 7/ de Y es la familia de todas las intersecciones de miembros de T

con Y, es decir,

7={UNY :Uer}
FEs claro que (Y, 7') es un espacio topoldgico e (Y,7') se llama un subespacio del espacio
(X, 7).

Cada miembro U de 7' se dice abierto en'Y, y el complemento de U con respecto a'Y,
Y\U, es cerrado en Y.

Si E es un subconjunto de Y, entonces la 7'—clausura de E se llama la clausura de F
enY.

Definicién 0.5.20. Decimos que el espacio topologico X es conexo st X no puede

expresarse como una union disjunta de dos conjuntos abiertos y no vacios.
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Un subconjunto Y de X se llama conexo en X si (Y,7') es conexo, donde 7' es la

topologia relativa para Y .

Una componente conexa C' del espacio X es un subconjunto maximal conexo en el

sentido de que st C' C E y E es conexo en X, entonces = C.

Decimos que X es totalmente disconexo si cada elemento x en X tiene una base local

de entornos que son a la vez abiertos y cerrados en X.

Un subconjunto E de X se llama abierto-cerrado si E es a la vez abierto y cerrado en
X.

Definicién 0.5.21. El espacio topoldgico X es extremadamente disconexo si la clau-

sura de cada abierto en X es abierto-cerrado en X.
La nocion de convergencia en espacios topologicos es muy importante.

Sea X un espacio topologico. Sea (D,>) un conjunto dirigido. Sea (z4)ac(p,>) una
red en X (ver la definicion 1.4.13 para la definicion de conjuntos dirigidos y redes).

Decimos que la red {zq}ac(p,>) estd
1. Fventualmente en A si existe ag € D tal que z, € A para todo a > ay.
2. Frecuentemente en A si para cada o € D existe o’ € D tal que o/ > ay o € A.

Un subconjunto £ del conjunto dirigido (D, >) se llama cofinal en D si para cada
a € D existe un f € E tal que 5 > a.

Definicion 0.5.22. Decimos que la red {xq}ac(p,>) €s convergente a x en X si {z,}
estd eventualmente en cada entorno de x. FEn tal caso, escribimos x, — x y decimos

que x es un limite de {z,}.

Si (D,>)y (F,>) son conjuntos dirigidos, entonces el producto cartesiano D X E esta
dirigido por la relacion > dada por (d,e) > (d',€¢') si d > d' y e > €. El conjunto
dirigido (D x E, >>) se llama el conjunto producto dirigido.

Una red {ys : § € E} es una subred de {z, : @ € D} si existe una funciéon f: £ — D
tal que
L ys = z(p)-

2. Para cada o en D existe $ en E con la propiedad de que si 5/ > [ entonces

f(B) = e

Definicion 0.5.23. Una sucesion {x, nen es una red dirigida por N.

Una subsucesion {z,, }ren s una subred de {z, }nen ya que podemos tomar E = {n};°

un subconjunto cofinal de Ny f: E — N dada por f(ny) = ny.
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Notese que una subred de (x,)nen NO €s necesariamente una subsucesion.

El elemento z en X se llama un punto de aglomeracion de la red {xs}ac(p,>) si la red

estd frecuentemente en cada entorno de X.
Sea { X, }ic; una familia de espacios topologicos.

El producto cartesiano de los Xy es el conjunto

x=]]x
iel
de todas las funciones = definidas en [ con valores x(i) = x; € X; para cada i € [.

Cuando ningin X; es vacio y I # (), por el axioma de eleccion en [1.5.6] X # (.

Definicién 0.5.24. Para ¢ € 1, i fijo, sea U;, un abierto en X;, y para © # iy sea

U; = X;. Sea F la coleccion de todos los conjuntos de la forma [ U; y sea B la familia
el
de todas las intersecciones finitas de miembros de F. Entonces la topologia (inica) T

para la cual B es una base se llama la topologia producto para X.
Los espacios X; se llaman espacios de coordenadas.
La aplicacion P; : X — X; dada por P,(z) = z; se llama la i—ésima proyeccidn de X.

Definicién 0.5.25. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea ~ una relacion de equiva-
lencia en X. Sea X = X/ ~ la familia de todas las clases de equivalencia. Sea T la
familia

?:{UC)?:W*I(U)ET}

donde m: X — X es la aplicacion candnica dada por m(x) = T, siendo T la clase de
equivalencia a la cual pertenece x. Entonces T es una topologia para X y se llama la

topologia cociente de X.

Definicién 0.5.26. Sea X un conjunto arbitrario. Supéngase que d : X x X — RT es

una funcion tal que

1. d(z,z) = 0.

2. d(z,y) = d(y, ).

3. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).
para todo x,y,z en X.

Entonces decimos que d es una pseudo-métrica en X y (X, d) es un espacio pseudo

métrico.
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Si ademds la pseudo-métrica cumple la propiedad:
d(z,y) = 0 implica que x =y,

entonces d se llama una métrica en X y (X, d) es un espacio métrico.
Definiciéon 0.5.27. Si d es una pseudo-métrica en X, una bola abierta con centro xg

en X y radio r > 0 (r finito) es el conjunto

B.(zo) ={z € X : d(z,x¢) < r}.

Definicion 0.5.28. Sea B la coleccion de todas las bolas abiertas de la forma B, (zo),
r € R™\{0}, xg € X, xo arbitrario. La topologia T4 para la cual B es una base se
llama la topologia peudo-métrica (resp. la topologia métrica) para X con respecto a la
pseudo-métrica (resp. a la métrica) d y (X,d) denota al espacio (topologico) pseudo-

métrico (resp. al espacio (topolégico) métrico) con la topologia 7,.

Definicién 0.5.29. Un espacio (X, 7) se llama metrizable si existe una métrica d en
X tal que la topologia T coincide con la topologia métrica 1,4 inducida por d en X. De

manera similar definimos un espacio pseudo-metrizable.

Definicién 0.5.30. Sea (X, d) un espacio pseudo-métrico. Un subconjunto E de X se

llama
1. Acotado si existe M € R tal que d(z,y) < M para todo x,y en E.

2. Totalmente acotado o precompacto, st tiene la propiedad de que dado € > 0 existe

un subconjunto finito F C E tal que

Ec | B.(x).

Definicion 0.5.31. Sea (X,d) un espacio métrico.
1. Una sucesion (x,)] en X es de Cauchy si d(xp, x,) — 0 cuando n,m — .

2. Una sucesion (z,);" en X es convergente a x en X si d(x,,z) — 0 cuando

n— oo .

3. Un subconjunto E de X se llama completo si cada sucesion (x,,)] de Cauchy en

E, converge a un elemento x en E.
Si X es completo, decimos que X es un espacio métrico completo.

Definicién 0.5.32. Si (X, d) e (Y,d') son espacios pseudo-métricos y T : X —Y es

una funcion, entonces decimos que T es una isometria si d'(T'(z),T(y)) = d(z,y) para
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todo x,y € X y que X e Y son isométricos si existe una isometria T de X sobre Y.

Definicién 0.5.33. Si f es una funcion de (X, d) en (Y,d') tal que dado € > 0 existe
un 6 > 0 con la propiedad

d'(f(z), f(y)) < e siempre que d(x,y) < 0

entonces f se dice uniformemente continua.

Definicién 0.5.34. Si f, : (X,7) — (Y,d') son funciones, para « € I yx € X;
entonces decimos que { fo}acr €s equicontinua en x si dado € > 0 eziste un entorno U

de x tal que

para todo o € I y para todo y € U.

La familia {fa}acr se llama equicontinua en X, si la familia {f,}aer es equicontinua

en cada elemento © de X.

Definicién 0.5.35. Un subconjunto E del espacio topoldgico X se llama nunca denso
en X siint E = ().

Decimos que E es de primera categoria en X si E/ es una union numerable de conjuntos

nunca densos en X.

Se dice que F es de segunda categoria en X st E no es de primera categoria en X.

Sea < el orden natural en R. Se sabe que dados =,y en R, s6lo una de las relaciones
r<y 60 y<zxr 06 zxT=yY

es cierta.

Para a,b en R con a < b sean

» (a,b)={reR:a<z<b}

la,b) ={z €R:a <z <b}

v [a,0) ={reR:a<z<b}

(a,b] ={r €eR:a <z <0b}

Decimos que (a, b) es un intervalo abierto, |a,b] un intervalo cerrado y |a,b) y (a,b] son

intervalos semi-abiertos o semi-cerrados en R.
Para a € R, los intervalos
» (—o00,a)={reR:x<a}

» (a,+00)={x €R:z > a},
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son intervalos abiertos no acotados en R; y
» (—o0,al={reR:z<a}
» [a,+00)={x eR:z>a}

son intervalos cerrados y no acotados en R.

La topologia dada por la familia de todas las uniones arbitrarias de intervalos abiertos
en R se llama la topologia usual de R y también se da por la métrica d(z,y) = |x — y|,

donde |t| es el valor absoluto de cualquier nimero real t.

El conjunto Q de todos los niimeros racionales es denso en R y (R,d) es un espacio

métrico completo, separable y segundo numerable.
El espacio R" = ]f[R es un espacio vectorial sobre R con las operaciones usuales
Lo()y + (i) = (i + i)y
2. a(z)] = (axy)]
para (z;)}, (y;)] € R",a € R; y se llama el espacio euclidiano de dimension n.
La topologia de R™ es la topologia producto, la cual se da por la métrica

n 1/2
A}, ()}) = (Zm - W) .

i=1

La topologia del plano complejo C se da por la métrica

d(z1,2) = (21 — 22)* + (11 — y1)2)1/2,

donde z; = x; +1y;, con z;, y; € R para j = 1,2.

n
El espacio C" = J[C es un espacio vectorial sobre C con respecto a las operaciones
1

de adicién y multiplicacion escalar similares a las de R", salvo que aqui consideramos

a (z;)] para todo a € C. El espacio C" se llama el espacio unitario de dimension n.

La topologia de C" es la topologia producto y se da por la métrica

n 1/2
d((z)), (wi)y) = <Z\Z¢ —wiIQ) :

donde |z| es el valor absoluto del ntimero complejo z.

Se sabe que R™ y C™ son espacios métricos completos, separables y segundo numerables.
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Definicion 0.5.36. Un espacio topoldgico X se llama completamente regular si, dados
zen X y F cerrado en X con x & F, existe f : X — [0,1] continua tal que f(z) =1
y f(y) =0 para todo y en F.

Si X es T y completamente regular, entonces X se llama un espacio de Tychonoff.

En lo que sigue se resumen los teoremas principales de los espacios topologicos que
son relevantes para el desarrollo del texto (inclusive para los problemas resueltos y los

ejercicios).

Teorema 0.5.37 (Propiedades del interior de un conjunto).

Sea X un espacio topoldgico y sean A, B subconjuntos de X. Entonces:
1. A es abierto si y sdlo si A :;1.
2 AC A, =0y X=X.
3. int(AN B) = int(A) Nint(B).
JoA=X\A.
d. ;1 es la union de los puntos interiores de A.

6. A= U{W : W C AW es abierto } = | {W : W C A, W entorno de algin x €
A}.

7. int(int(A)) = int(A).
8. A= X\int(A°).

Teorema 0.5.38 (Propiedades de la clausura de un conjunto).

Sea X un espacio topologico y sean A, B C X.

Entonces:
1. a)l=0yX=X
b) ACA

¢c) A=A, donde A es la clausura de A.

d) AUB=AUB.

e) A=AUA.

f) A=N{F:ACF,F cerrado en X}.

g) x € A siy sdlo si existe una red en A convergente a .

h) A es cerrado si y sélo si ninguna red en A converge a un elemento en A°.

i) o€ A siy sdlo st existe una red en A\ {x} que converge a x.
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j) Six es un punto de aglomeracion de una red, entonces existe una subred de

la red que converge a x.
2. Supongase que X cumple el primer axioma de numerabilidad. Entonces:
a) x € A siy solo si existe una sucesion en A que converge a x.

b) A es cerrado en X si y sdlo si ninguna sucesion en A converge a un elemento

en A°.
c) v € A siy solo siexiste una sucesion en A\ {x} que converge a x.

d) Siz es un punto de aglomeracion de una sucesion entonces existe una sub-

sucesion de la sucesion que converge a .

e) Si X es pseudo-metrizable, entonces X cumple el primer azioma de nume-
rabilidad y en consecuencia, los items anteriores de este numeral son ciertos

para un subconjunto A de X.

3. Un operador de clausura en X es un operador C que asigna a cada subconjunto E
de X un subconjunto C(E) de X tal que los items a)-d) del numeral 1, se cumplen
para C( ) en lugar de cl( ) .

Si C es un operador de clausura en X y I es la familia de todos los subconjuntos
E de X con C(E) = E, entonces la familia 7 = {E° : E € T'} es una topologia
para X y C(A) es la T-clausura de A para cada subconjunto A de X.

Teorema 0.5.39 (Propiedades de la frontera de un conjunto).

Sea X un espacio topoldgico y sea A un subconjunto de X. Entonces:
1. x € 0A si y solo si x € int(A) y x & int(A°).
2. 0A=ANX\ A =4\ A
3. 0A es cerrado en X.
4. X\ 0A =int(A)Jint(A°).
5. A=AJOA y A= A\0A.
6. A es cerrado si y solo si 0A C A y A es abierto si y solo si A(OA = 0.
7. A es abierto, entonces OA es nunca denso en X.
Teorema 0.5.40 (Sobre Entornos).

1. Sea X wun espacio topoldgico y sea B(x) una base local en x para cada x en X.

Entonces:
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a) Si {U,}] son entornos (respectivamente, vecindades) de x, entonces asi lo
es N Ui.
1
b) Dados U € B(x), y Eﬁ, eriste V € B(y) tal que V C U.

c) Si U € B(x), existe Uy € B(x) tal que para y € Uy existe V € B(y) con
VcUuU.

d) X es de Hausdorff si y solo si dados x,y en X, x # y; existen U € B(x) y
V € B(y) tales que UV = 0.

e) X es de Hausdorff si y sdlo si cada red convergente en X tiene limite unico.
f) Un espacio métrico es de Hausdorff.

2. Sea X un conjunto. Para cada x en X sea B(x) una familia no vacia de subcon-

guntos de X tal que:
a) x € U para cada U € B(z).
b) Dados U,V € B(x), existe W € B(z) tal que W CUN\V; y

¢) Dado U € B(z), existe Uy € B(x) tal que para cada y € Uy existe V € B(y)
con V. CU.

Entonces existe una topologia T tnica para X tal que B(x) es una base local en

x para cada x en X con respecto a T.

Si la familia B(x) ademds cumple la condicion dada en 1.-d) entonces T es de

Hausdorff.
Teorema 0.5.41 (Sobre Bases y Sub-Bases).
1. Sea X un espacio topologico. Entonces:
a) Si X tiene una base numerable para su topologia entonces X es separable.

b) Si X es un espacio compacto de Hausdorff y tiene una base numerable para

su topologia entonces X es metrizable.

c) Si X es un espacio métrico totalmente acotado, entonces X es separable y

ast, tiene una base numerable para su topologia.

d) Si X es pseudo-metrizable, entonces X tiene una base numerable si y sdlo

st X es separable.

e) Los espacios R" y C" son separables y tienen bases numerables para sus

topologias.



Preliminares 28

2.

Sea X un conjunto. Sea I' una familia no vacia de subconjuntos de X y sea B

la coleccion de todas las intersecciones finitas de miembros de I'. Si X = |J B,
BeB
entonces la familia T de todas las uniones arbitrarias de miembros de B es una

topologia para X y T (resp. B) es una sub-base (resp. es una base) para .

La topologia T es la menor topologia que contiene a I'. Decimos que la familia T’

genera a la topologia T.

Teorema 0.5.42 (Sobre Topologia Relativa).

Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea (Y, ") un subespacio de X . Sea A un subconjunto
de Y. Entonces:

1

2.

8.

A es m'-cerrado si y sdlo si existe algun F, T-cerrado tal que A=FNY.

Un elemento x de'Y es un punto de 7'-acumulacion de A si y sdlo si es un punto

de T-acumulacion de A.

La 7'-clausura de A es la interseccion de Y con la T-clausura de A.
Si'Y es T-cerrado, entonces cada F' C Y, 7'-cerrado; es T-cerrado.
Si'Y es T-abierto, entonces cada U C Y, 7'-abierto; es T-abierto.

Si A es T'-compacto, entonces A es T-compacto y si B CY y B es T-compacto,

entonces B es T'-compacto.

Las propiedades T, de Hausdorff, reqular, localmente separable, metrizable y se-

gundo numerable son hereditarias.

St X es metrizable y separable, entonces asi lo es'Y .

Teorema 0.5.43 (Sobre Funciones Continuas).

1.

Sean (X, 1), (Y,7') espacios topoldgicos y f : X — Y una funcion.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) f es continua.
b) f~YF) es cerrado para cada F 7'-cerrado.
c) f7HU) es abierto para cada U en una sub-base de 7'
d) Para cada x en X, f~H(U) es un entorno de x para cada entorno U de f(z).

e) Para cada x en X y para cada entorno U de f(x) existe un entorno V' de x
tal que f(V)CU.

f) Para cada red {x,} en X convergente a v en X, {f(xs)} converge a f(x),

donde x es arbitrario en X.
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g) Si X es localmente separable, entonces en f) podemos reemplazar las redes

POT SUCESIONES.

2. Sea (X, 1) compacto en 1. Entonces f(X) es compacto siempre que f sea conti-

nua.

Ademds, si [ es biyectiva y continua e Y es de Hausdorff, entonces f es un

homeomorfismo.

3. Sea X compacto y metrizable con la métrica d. Sean (Y,d') un espacio métrico y
f: X =Y una funcion.

a) Si f es continua, entonces f es uniformemente continua.

b) SiY =Ry [ es continua, entonces existen x,y en X tales que

f(xo) < f(2) < f(wo)

para todo x € X y decimos que f alcanza su mdrimo y minimo en X.

Si ademds f(x) > 0 para todo x € X, entonces existe € > 0 tal que f(x) > ¢
para todo x € X.

Teorema 0.5.44 (Sobre Compacidad).

Sea X un espacio topologico.
1. Si X es de Hausdorff, entonces cada subconjunto compacto es cerrado en X.

2. Si X es compacto y de Hausdorff (respectivamente, y reqular) entonces X es

normal.

n

8. Si {A;}] son compactos en X, entonces | JA; es compacto en X.
1

4. Sea A un subconjunto compacto en X. Si B es cerrado en X y B C A, entonces

B es compacto.

5. Si X es de Hausdorff y {A;} es una familia de conjuntos compactos en X entonces

(N A; es compacto.
6. Sea A un subconjunto de X. Entonces las siguientes son equivalentes:
a) A es compacto.
b) Cada red en A tiene una sub-red convergente con limite en A.

c) Si ' es una familia de subconjuntos cerrados en el subespacio A, con la

propiedad de interseccion finita, entonces (| F # 0.
Fer
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7. Sea (X,d) un espacio pseudo-métrico. Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
a) X es compacto.
b) X es totalmente acotado y completo.

¢) Para cada sucesion en X eziste una subsucesion convergente a un elemento
en X.

d) Cada sucesion en X tiene un punto de aglomeracion.

e) Para cada subconjunto infinito E de X eziste un elemento x tal que cada

entorno de x contiene un numero infinito de elementos de E.

8. Teorema de Tychonoff. Sea {X, : o € I} una familia de espacios a topoldgi-

cos. Entonces || Xo es compacto si y sdlo si cada X, es compacto.
(0%

9. Si {X, : a € I} es una familia finita de espacios localmente compactos y de

Hausdorff, entonces [[ X, es localmente compacto y de Hausdorf}.
0%

10. Teorema de Heine-Borel. Un subconjunto E de R™ es compacto si y sélo si E

es acotado y cerrado.
11. Un resultado similar al item anterior es cierto para C".
Teorema 0.5.45 (Sobre Espacios Metricos).
Sea (X, d) un espacio pseudo-métrico. Sea A un subconjunto de X y sea

d(xz,A) = inf{d(z,y) : y € A}.

Entonces:
1. Si f(z) =d(x, A), entonces f: X — [0,00) es continua.
2. A={x:d(z,A) = 0}.
3. X es normal.

4. Sea
d'(z,y) = min {1,d(z,y)}, z,y € X.

Entonces (X,d') es un espacio pseudo-métrico cuya topologia coincide con la de

(X, d).

En consecuencia, cada espacio pseudo-métrico es homeomorfo a un espacio pseudo-

métrico de didmetro a lo sumo uno; donde el didmetro de A se define por

diam(A) = sup{d(x,y) : x,y € A}.
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5.

10.

11.

12.

15.

o
Si (Xn,d,), n € N; son espacios pseudo-métricos, entonces [[ X, es pseudo-

metrizable con la pseudo-métrica d dada por
d((xn)7", ( )@)_ii—
n)1 o Yn 1) — . 2n1+d(

d es una métrica si cada d,, es una métrica.
Si (X, d) es completo, entonces cada subespacio cerrado es completo.
Si (X, d) es un espacio métrico, entonces cada subespacio completo es cerrado.

Si (X, d) es completo, entonces cada red de Cauchy en X es convergente a un
elemento en X. ((Zo)acp €s una red de Cauchy si para cada € > 0 existe « € D

tal que d(z.,25) < € para todo «, 5 > ay).

o
Si (X, dn), n € N; son espacios pseudo-métricos, entonces [[ X, es completo si
1

y sdlo si cada (X,,d,) es completo.

o0
Si X =[] Xy, entonces una red en X es de Cauchy si y sélo si su proyeccion en
1
cada espacio de coordenadas es de Cauchy.
Sea f: A—Y una funcion uniformemente continua, donde A C X y X,Y son
espacios métricos. S Y es ademds completo, entonces existe una extension unica
fde f adA, la clausura de A; tal que f : A — Y es continua. Ademds, f es

uniformemente continua.

Cada espacio métrico (o pseudo-métrico) es isométricamente isomorfo con un
subconjunto denso de un espacio métrico (respectivamente, pseudo-métrico) com-

pleto.

El completamiento de un espacio métrico (X,d) es un par (f,(X*,d*)), donde
(X*,d*) es un espacio métrico completo y [ es un isomorfismo isométrico de X

sobre un subconjunto denso de X*.

Cada espacio métrico tiene su completamiento que es unico salvo un isomorfismo

1sométrico.

Teorema de Cantor. (X, d) es completo si y sélo si para cada sucesion (Cy,)7° de

conjuntos cerrados no vacios en X tal que C; D Cy D C3 D ... ydiam(C,) — 0,
se tiene que (\C,, # 0 .
1

Teorema de Baire. Sea X un espacio pseudo-métrico y completo o un espacio

localmente compacto y regular. Entonces X es de sequnda categoria en st mismo
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y la interseccion de una familia numerable de conjuntos abiertos y densos en X

es densa en Y.

Teorema 0.5.46 (Sobre la Topologia Producto).

Sea {X, : a € I} una familia de espacios topoldgicos y sea X = [[ X, el espacio

«

producto. Entonces:

1.

2.

Si cada X, es Ty (respectivamente, de Hausdorff), entonces X también lo es.
St P, : X — X, es la a-ésima proyeccion, entonces P, es continua y abierta.

La topologia producto es la topologia mds débil para X tal que cada P, sea con-

tinua.

Una red en X es convergente a x en X si y solo si su a-ésima proyeccion en X,

converge a P,(x) para todo o € I.

S1Y es un espacio topologico y f : Y — X es una funcion, entonces f es continua

sty solo si P, o f es continua para todo .

Si cada X, es reqular (respectivamente, completamente reqular) entonces también
loes X.

Teorema 0.5.47 (Sobre la Topologia Cociente).

Sea X un espacio topologico y sea ~ una relacion de equivalencia en X. Sea

T X > X/~

la aplicacion candnica y supongase que en X/ ~ se da la topologia cociente. Entonces:

1.

7 es continua, y la topologia cociente es la topologia mds fuerte para X/ ~ tal

que T sea continua.
Si X/ ~ es de Hausdorff, entonces ~ es cerrado en X x X.
Si 7 es abierta y ~ es cerrado en X x X, entonces X/ ~ es de Hausdorff.

Si'Y es un espacio topoldgico y f : X/ ~— Y es una funcion, entonces [ es

continua si y solo st fomw: X =Y es continua.

Teorema 0.5.48 (Sobre Espacios Conexos).

Sea X un espacio topologico. Entonces:

1.

2.

Si A es un subconjunto conexo de X, entonces A es conexo.

Sea I' una familia de subconjuntos conexos de X. Si para cualquier par A,B € T’

se tiene que AN B # (), entonces |J A es conezo.
Ael
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. Cada subconjunto conero de X estd contenido en alguna componente, ¢ cada

componente es cerrada.

Si A y B son componentes distintas en X, entonces AN B = ().

. 91 X es de Hausdorff, entonces X es totalmente disconexo si y solo si cada

componente es un conjunto unitario.

. Si{X,}aer es una familia de espacios conexos, entonces también lo es [[ X,

«

.S f 2 X — Y es continua, donde X e'Y son espacios topoldgicos y si X es

conezo, entonces f(X) es conero.

. 91 E es un subconjunto de R, entonces E es conexo si y solo si E es un intervalo

en R.

.S F o X — R es continua, donde X es un espacio conexo, entonces para x,y en

X, f asume todos los valores entre f(x) y f(y).

Teorema 0.5.49 (Sobre Espacios Normales).

1. Lema de Urysohn. St X es un espacio normal y A, B son subconjuntos disjun-

tos y cerrados de X, entonces existe una funcion f: X — [0,1] continua tal que

f(z) =0 para todo x en A y f(y) =1 para todo y en B.

2. St X es normal e Y es un subespacio de X, en general, Y no es normal.

3. El producto de dos espacios normales, en general, no es normal. Lo mismo sucede

para los espacios cocientes.

Teorema 0.5.50 (Sobre Redes).

1. Sea X un espacio topoldgico. Sea {so}a una red en X. Entonces:

a) Si sq = s para cada «, entonces {sy}a converge a s.
b) Si {sa}a converge a s, entonces cada subred de {s.}. es convergente a s.

¢) Si{sa}a no converge a s, entonces existe una subred {sg}s de {sa}a tal que

ninguna subred de {sg}s converge a s.

d) Teorema de limites iterados. Sea D un conjunto dirigido. Sea E, un

conjunto dirigido para cada o en D y sea F'= D x || E, dirigido por la
acD

relacion (o, f) > (o, f') si a > o' y f(B) > f'(B) para todo B en D. Para
(a, f) en F sea h(a, f) = (a, f(a)) € D x E,. Si S(a, 5) € X para cada
a € D ypara cada 5 € E,, entonces Soh converge a lim h’én S(a, B) siempre

que el limite iterado exista.
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2. Sea X un conjunto. Sea C la clase de todos los pares (S, s), donde S es una red

en X y s es un elemento en X. Decimos que S converge a s(C) ¢ limS = s si

(S,s) eC.

Sea C una clase de convergencia en el sentido de que cada (S, s) en C cumple las

propiedades a)-d) de 1 con respecto a la convergencia (C). Para cada subconjunto

A de X sea
A° ={s: existe alguna red S en A que converge (C) a s}.

Entonces ¢ es un operador de clausura y (S,s) € C si y sdlo si S converge a s

con respecto a la topologia asociada con c (ver 0.5.38.c).
Sean X eY espacios topoldgicos y f : X — 'Y una funcion. Escribimos

f(z) =y cuando x -y ¢ lim f(z)=y

Tr—x0

st existe un elemento y en Y tal que para cada entorno V de y en Y tenemos

una vecindad U de x en X con f(x) € V para todo x € U \ {zo}.

Si X eY son espacios métricos, entonces lim f(z) =y si y sdlo silim f(z,) =y
Tr—xQ
para cada sucesion {x,}7" en X tal que x, # xo para todo n y limx, = xy. En

este caso, si el limite existe, es unico.

0.6. Analisis en R

En esta parte damos algunas conceptos y resultados en R que no se incluyeron en la

seccidén anterior.

Teorema 0.6.1. Un conjunto no vacio U es abierto en R si y solo st U es una union
numerable de intervalos abiertos y mutuamente disjuntos, donde el conjunto vacio tam-
bién se trata como intervalo abierto. Estos intervalos abiertos no vacios (# 0) se llaman

los intervalos componentes de U.

Definicién 0.6.2. Sea E un subconjunto no vacio de R. Decimos que E es acotado
superiormente (resp. inferiormente) en R si existe un nimero real t tal que x <t (resp.

t < z) para todo x en E; tal t se llama una cota superior (resp. una cota inferior) de

E.

Un nidmero real t se llama el supremo (resp. infimo) de E si ty es una cota superior
(resp. una cota inferior) de E tal que ningin t < ty (resp. ningin t > ty) es una cota

superior (resp. una cota inferior) de E.
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El supremo de E se denota por sup E o
sup{z: x € E}
y el infimo de E se denota por inf E o

inf{z:z € E}.

Decimos que E es acotado en R st E es a la vez acotado superior e inferiormente.

Notese que E es acotado en este sentido si y solo si E es acotado en el sentido dado

en la seccion anterior para los espacios métricos.
Definicién 0.6.3. Sea {z,};° una sucesion en R.

Decimos que {x,}5° es no decreciente y escribimos x, T (resp. es no creciente y escri-

bimos x, |) si
Ty < Tpyq (r€Sp. St Tpi1 < Tp)
para todo n en N.
Decimos que {x,}3° es estrictamente no decreciente si
Ty < Tp41
para todo n. De manera similar definimos sucesiones estrictamente no creciente.

La sucesion {x,}3° se llama monotona (resp. estrictamente monotona) si es no decre-

ciente o no creciente (resp. si es estrictamente no decreciente o no creciente).
Teorema 0.6.4. Sea E un subconjunto de R. Entonces:

1. Si E es acotado superiormente (resp. inferiormente) entonces sup E (resp. inf F)

existe en R.

2. Si s =sup E eziste en R, entonces inf(—FE) existe en R y s = —inf(—F), donde
—E={-z:2€FE}.

3. Si E es cerrado y acotado superiormente (resp. inferiormente), entonces sup E

(resp. inf E) pertenece a E.

4. Una sucesion mondtona {z,}5° en R, converge a un limite x en R si y sdlo si es

acotada.

Entonces x = supx, st v, T y v =infx, st x, |. En tal caso, escribimos x,, T x
n

n
0 x, T x de acuerdo que x, T 0 x, |.
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Anexamos a R los simbolos —oco y 0o (0 = +00) y les llamamos “menos infinito” y
“mds infinito”, respectivamente, y extendemos el orden natural de R a estos simbolos

haciendo que
—00 < x < oo para todo x en R.

Las operaciones algebraicas del sistema
[—00, 0o] = RU{—o0} U {0}

se introducirdn mas adelante en del capitulo 1.
Motivados por |1| del teorema anterior, definimos

sup F = oo (resp. inf F = —c0)
si £ no es superiormente (resp. inferiormente) acotado en R.

Definicion 0.6.5. Si {z,}° es una sucesion en R y para cada nimero real M > 0

eriste N € N tal que x, > M (resp. x, < —M ) para todo n > N, entonces decimos

que x, — oo (resp. que xr, — —o0) cuando n — oo y escribimos limz, = oo (resp.
n

limz, = —oc0).
n

Definicion 0.6.6. Sea {z,};° una sucesion en R. Sea E el conjunto de todos los
nimeros x en [—00, 00| para los cuales existe una subsucesion {x,, } de {x,} tal que
Tn, — x. Entonces, evidentemente, S = sup E y s = inf E existen en [—o0, 00| y se
llaman respectivamente el limite superior y el limite inferior de {x,}7°. Denotamos

S =limsupzx, =limz, y s=Iliminfz, =Ilimzx,
n n n n

Teorema 0.6.7. Sea {z,}° una sucesion en R y sean S = limzx, y s = limz,.
n

n
Entonces:

1. S es el inico nimero en [—o00, 00| tal que existe una subsucesion de {x,} conver-
gente a S y tal que si S < x € [—00,00] entonces existe N € N tal que x,, < x
para todo n > N.

2. Un resultado andlogo al dado en 1, es cierto para s.
3. La sucesion {x,}5° converge a l en [—o0, 0] si y sdlo si s =5 = 1.

4. 8i S =limy, ys = limy, con x, <y, para todo n > N, algin N € N, entonces
s<syS<g.

5. Para cada k € N sean a, = sup{x, : n > k} y by = inf{z, : n > k}. Entonces
ap 4 y bp 1. Ademds,
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S=lima, =infa, y s=Ilimby = supby.
k k k k

Sea f una funcion real definida en (a,b), —0o < a < b < 00. Sea = € [a,b). Si para
cada sucesion {t,};" en (z,b) con limt, = x se tiene que

limf(tn) =qc [—OO, OO];
decimos que f(z7) = q.

De manera similar, decimos que f(z~) = p € [—00, 0] si h’TIln f(t,) = p para toda
sucesion {t,}7° en (a,x) tal que t,, — z, donde z € (a,b|.
Es claro que
%1_1)1; f(t) existe para x € (a,b) siy solo si f(zt) = f(z7).
Si
f(x) = f(y) siempre que z,y € (a,b) y z >y,

entonces decimos que f es no decreciente en (a,b) y de manera similar se define una

funcion no creciente en (a,b).
La funcion f se llama mondtona en (a,b) si f es no decreciente o no creciente en (a, b).

Estas definiciones se extienden de manera natural para las funciones reales definidas

en un intervalo arbitrario de R.

Teorema 0.6.8. Sea f una funcion real definida en (a,b), —o0o < a < b < oo. Enton-

ces:

1. Si [ es no decreciente en (a,b), entonces:

(A) sup f(t)=f(z7) < f(x) < f(zt) = inf f(t) paraa <z <b.

a<t<z r<t<b

(B) Sia<xz<y<bentonces f(xT) < f(y™).

2. Si f es mondtona en (a,b), entonces f(z) y f(x™) existen en R para todo x €
(a,b). Ademds, f(a™) y f(b™) existen en [—o0, 0], ¥y
fla*)= mf f(z) y f(07)= sup f(),
a<z<b a<z<b
cuando f es no decreciente.

Un resultado andlogo es cierto cuando f es no creciente.

3. Si f es mondtona entonces la coleccion de los puntos de discontinuidad de f es

a lo sumo numerable.

Para los demas resultados de analisis en R o R™ que seran utilizados en el cuerpo del

texto el lector puede consultar Apostol [I] o Rudin [36].
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0.7. Espacios Normados

En esta seccién damos algunas definiciones y resultados importantes en espacios nor-

mados.

Definicién 0.7.1. Sea X un espacio vectorial sobre un cuerpo K, donde K es R o C.
Sea p: X — [0,00) una funcion. Decimos que p es una seminorma en X y que (X, p)

es un espacio seminormado s:
1. p(0)=0
2. p(z +y) < p(x) +py)
3. plax) = |alp(z)

para todo v,y € X ya € K.

Definicién 0.7.2. Decimos que la funcion

-1 X = [0,+00)

e
es una norma y que (X, || - ||) es un espacio normado si || - || es una seminorma en X
y ademds,
|z|| = 0 implica que x = 0.
Sea (X, || - ||) un espacio normado. La funcion
d||.|| DX x X — [0, OO)
(,y) = dyy(z,y) = lly — ||
es una métrica en X, llamada la métrica inducida por la norma || - ||. A (X, d).) se le
dice el espacio métrico inducido por el espacio normado (X, || - ||)-

Si (X, d.|) es completo, decimos que X o (X, || - ||) es un espacio de Banach.
Teorema 0.7.3.

1. C" y R™ son espacios de Banach con respecto a la norma dada por
n 1/2
1(:)7 | = (Z Iﬂfz-IQ)
1

2. 81 (X,]|-]]) es un espacio normado, entonces

a) x,+y, > xr+y
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b) ayz, — ax
siempre que T, — T, Yp — y en X y o, — a en K.

3. 81 (X, || -]|) es un espacio normado e Y es un subespacio cerrado en X, sea
e+ Y| =mf{|lz+y||:yeY}, xzeX.

Entonces (X/Y, || - ||) es un espacio normado y su topologia coincide con la topo-

logia cociente.
Si X es un espacio de Banach asi lo es (X/Y, ] -|)-
Teorema 0.7.4 (Sobre Transformaciones Lineales Continuas).

1. Sean (X, || - ]]) e (Y, || -||) espacios normados y sea T : X — Y lineal. Entonces

las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) T es continua.
b) T es continua en 0.
¢) Eziste M >0, M real, tal que ||Tz|| < M||z| para todo x € X.
d) T(Bx) es acotado, donde Bx = {x € X : ||z| < 1}.

2. Sean (X, ||-1]) e (Y| - ||) espacios normados. Sea
LX,)Y)=A{T: X = Y : T lineal y continua }.
Entonces L(X,Y) es un espacio normado con respecto a la norma

|7 = sup [[Tz||.
llzll<1
zeX

SiY es un espacio de Banach, también lo es L(X,Y).

3. Teorema de Hahn-Banach. Sea (X, | - ||) un espacio normado y sea Y un
subespacio de X. St f 1Y — K es un funcional linea continuo, [ puede extenderse
a un funcional lineal fy definido en todo X tal que || fol| = || f]|-

4. St (X,|-||) es un espacio normado, sea X* = L(X,K) con la norma
%] = sup |z"(x)].
=<1
reX

El espacio normado X* se llama el espacio dual topologico de X.
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Si zg € X \ {0}, entonces eziste xfy € X* tal que
w5(wo) = [lzoll ¢ [l = 1.

En consecuencia, dados x,y € X, v # y, existe * € X* tal que

w(x) # 27(y).

(Este resultado es una consecuencia de 3.) .

5. Sea'Y un subespacio vectorial cerrado en (X, ||-]]). Sizo € X\Y, existe zj € X*
tal que

1Y) =0 y zj(we) £0.

6. Teorema de La Transformacién Abierta. Si X e Y son espacios de Banach

yT:X —Y eslineal y continua, entonces T es una aplicacion abierta.
En consecuencia, T es un homeomorfismo si T es lineal, biyectiva y continua.

7. Teorema del Grafico Cerrado. Sean X e Y espacios de Banach yT : X — Y
lineal. Sea I'r = {(x,Tz) : x € X}. I'r se llama el grafico de T'. La transforma-

cion T es continua st y solo si I'r es cerrado en X xX Y.

8. Teorema de Banach-Steinhaus o Principio de Acotacién Uniforme. Sea
X un espacio de Banach y sea Y un espacio normado. St T, : X — Y es lineal

y continua para cada o € I (I # 0) tal que sup ||Toz|| < oo para todo x € X,
acl

entonces sup || T, < oc.
acl

9. Una consecuencia del Teorema de Banach-Steinhaus. 57 X e Y son espa-

cios como en 8y (Tn)io

para todo x € X, entonces T € L(X,Y) ysup ||T,|| < oo.

es una sucesion en L(X,Y) tal que lim T,,x = Tz existe
n

Si X es un espacio normado, entonces X* es un espacio de Banach con respecto a la
norma

l2*|| = sup |*(z)].
|lz|<1

El dual (X*)* de X* se llama el sequndo dual de X y se denota por X**.

Como cada vector x € X puede considerarse como un funcional lineal continuo en X*

por la relacion

la aplicacion
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dada por
Jr: X* — K
= Jz(z*) =z (x)

es lineal e inyectiva y cumple

[Jz]| = ||z, Vo € X.

La aplicacion J se llama la aplicacion canonica de X en X**.
Cuando J es biyectiva decimos que X es un espacio reflexivo.

Para 1 < p < oo, sean

l, = {(mz) cx; €Cy Z|xz|” < oo}

y
1/p
= ()
Entonces (,, || - ||,) es un espacio de Banach.
Para 1 < p < 00, (I, || - ||,) es un espacio de Banach reflexivo cuyo dual es (I, | - [/4)

1 1 _
dOﬂde§+a—1.

1 no es reflexivo.

El espacio
lo = {(:L’z)‘fo cx; € C, sup || < oo}
i
es un espacio de Banach reflexivo con respecto a la norma || - || dada por
IGe)7 | = sup el
1
Si
Cco = {(xz) z €C, x; — 0}
entonces ¢y es un espacio de Banach con respecto a la norma || - || -

Se tiene ¢ =l y I} = l. Luego, ¢y no es reflexivo.
Si X es normado, para cada z* € X* sea

Par = |2*(2)] -
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Entonces {p,« : £* € X*} es una familia de seminormas en X que separa puntos en el

sentido de que
dados z,y en X, x # y; existe p,~ tal que p,«(x —y) > 0.
Para cada ¢ > 0, sea
V(pe,e) ={x € X : ppe(x) < e} .
La coleccion
B(x) ={U(x;z],...,x5;e):xf € X*i=1,...,n,n e Ny 0 <e < o0}
es una base local en x para una topologia localmente convexa 7, en X, donde

Ulw;af,...,ope) ={y € X i per(w —y) <e,1<i <}

La topologia 7, se llama la topologia débil de X y se denota por o(X, X*).

De manera similar, se define la topologia localmente convexa 7,+ en X*, también de-
notada por o(X*, X) y se llama la topologia débil* de X*. Esta topologia se da por una

base local
B(z*) ={U(x";21,...,xp;¢) :x; € X;i=1,...,n,n € Ny 0 < e < o0},

donde
U(I*;xl,...,$n78> :{y* EX* pml(x*_?/*) <g, 1 Slén}

Y P (y") = |y ()]
Teorema 0.7.5. Sea X un espacio normado. Entonces:
1. (X, 70) y (X*, 1) son de Hausdorff.
2. Teorema de Banach-Alaoglu. La bola unitaria cerrada
S*={z"e X" ||z"|| <1}
es Ty -compacta en X* .
3. Si X es un espacio de Banach, entonces X es reflexivo si y sdlo si

S={reX:|z<1}

es Tyw-compacto.
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Sea (X, || -||) un espacio complejo de Banach. Si existe una funcion
(-, XxX — C
(z,y) = (z,y)
tal que
1. {ax+ By, z) = alx, z) + By, 2)
2. (z,y) = (y,x)

3. |lzl|* = (z, )

para x,y € X, o, € C.

Entonces decimos que (X, || -||) es un espacio de Hilbert cuya norma se induce por el

producto interno (-,-) .

Teorema 0.7.6. Sea X un espacio de Hilbert con el producto interno (-,-) y la norma

|- ||. Entonces:

1. La Desigualdad de Schwarz.

Iz )l < llzll-lyll,  Vr,y e X.

2. La Ley del Paralelogramo.

lz +yll* + llz =yl =2 (l=* + lyl*) . Yo,y € X.

3. La Identidad de Polarizacién.

Uz,y) = o+ yll* = lz = ylI* +ille +ayll* — iz —iyl?, Vo,yeX.

Definicién 0.7.7. Decimos que los vectores x e y en el espacio de Hilbert X son

ortogonales si (x,y) = 0 y escribimos, en simbolos, x1y.

Definicién 0.7.8. St M C X, el complemento ortogonal de M en X, denotado por

M*; es el conjunto dado por
Mt ={re X :xlyVyec M}.

Definicion 0.7.9. Una familia {4 }acr en X se llama ortogonal si x, Lxg para o # f3,

a, B € I y se llama ortonormal si es ortogonal y ||z,|| = 1 para todo o € 1.

Definiciéon 0.7.10. Decimos que {4 }acr s una base ortonormal del espacio de Hilbert
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X si{%a}acr €s ortonormal y ademds,

x = Z(I, To)To = LIIIEI% (T, 20)Tq
acl acJ

para todo x € X, donde D ={J C I :J finito} estd dirigido por J, < Jy si J; C Js.

Teorema 0.7.11. Sea X un espacio de Hilbert con el producto interno (-,-) y la norma

|- 1|. Entonces:

1. Si M es un subespacio vectorial cerrado en X, entonces X = M @ M+*. Esto es,

cada elemento x € X puede representarse, de forma inica, como
T =21+, conxzy €M yxy € M*.

2. Si {e;}ier es una familia ortonormal en X y x es un vector arbitrario en X,

entonces N(x) ={i € I : (x, e;) # 0} es vacio o es a lo sumo numerable.

3. La Desigualdad de Bessel. 5i (¢;)c; es una familia ortonormal en X yz € X,

entonces
> e < ).

el

4. Sea (&;)ie; una familia ortonormal en X. Entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
a) (ei)icr €s una base ortonormal en H.
b) xle; para todo i € I implica que x = 0.

¢) La Ecuaciéon de Parseval.

lzl® = Iz, )|

iel
para todo x € X.

d) (e;)ic; es completo en el sentido; no existe ninguna familia ortonormal
(fi)jes tal que (e5)ier G (f5)jes

5. Todo espacio de Hilbert X (# {0}) contiene a una base ortonormal.
6. X es separable si y solo si existe alguna base ortonormal a lo sumo numerable.

7. Todas las bases ortonormales de X (# {0}) tienen el mismo ndmero cardinal, el

cual se llama la dimension ortonormal de X.
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El espacio [? es un espacio de Hilbert, cuyo producto interno {-,-) se da por
(@), ()T szy@

Definicién 0.7.12. Si X es un espacio de Hilbert con el producto interno (-,-), sea
T : X — X lineal y continua. Entonces T se llama un operador en X y la coleccion

de todos los operadores en X se denota por L(X).

Dado T € L(X), existe un operador tnico 7%, que se llama el operador adjunto de T,

dado por la relaciéon
(Tz,y) = (z, T"y)

para todo z,y € X.

Si T conmuta con T, decimos que 1" es normal.

Decimos que T es un operador hermitiano si T = T™*.

Si T es una isometria sobreyectiva T' se llama unitario.

Un operador P se llama una proyeccion si P> = Py P* = P.

Teorema 0.7.13. Sea X un espacio de Hilbert con el producto interno (-,-) y la norma
|- [|. Sean T, T € L(X) y o, 8 € C. Entonces:

1. Propiedades del adjunto:
a) (M + 1) =17+ Ty.
b) (aTy)* = aTy.
c) (Ty)* = T3 Ty.
) T =1T]-

2. a) Si Ty y Ty son hermitianos, entonces T1Ty es hermitiano si y sdlo si TYTy =

1515 .

b) LTy + 1Y) y 5(Ty — Ty) son hermitianos y se denotan Re Ty e Im Ty, res-

pectivamente.
c) Ty es normal si y sélo si Re Ty e Im Ty conmutan.

d) Ty es normal si y sdlo si
[Tyl = (77|

para todo x € X.
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Para los demas resultados de espacios de Hilbert y de Banach utilizados en el texto, el
lector puede ver Taylor y Lay [40)]; Halmos [I3] y Riesz y Nagy [31]. Para los resultados
de analisis funcional en espacios localmente convexos el lector puede consultar Horvath
[20]; Kelley y Namioka [21I] y Rudin [35].



Capitulo 1

Medidas

En este capitulo introducimos los conceptos de semi-anillo, anillo, algebra, o-anillo,
o-algebra y clase monétona de subconjuntos de un conjunto X, asi como el concepto
de una medida en un anillo 6 o-anillo de conjuntos. Estudiamos algunas propiedades
basicas de una medida. Presentamos un estudio de la equivalencia entre varios axiomas
de la teoria de conjuntos y discutimos algunas propiedades de nimeros ordinales y uti-

lizandolos explicamos la construccion del o-anillo generado por una clase de conjuntos.

Introduccién - Motivacion de la Integracién Abstracta

Entre las teorias posteriores a la de Riemann, la méas importante es la de Lebesgue en
R. Expondremos aqui algunos de sus puntos mas importantes, los cuales conforman un

material basico para la moderna teorfa de integracion.

Antes de hacer comentarios sobre la teoria de la integracion de Lebesgue en R, discu-
tiremos algunas limitaciones que presenta la teoria clésica de la integral de Riemann,
las cuales obligaron a los matematicos a estudiar el concepto de integral desde otros
puntos de vista.

Sea f una funcién real y acotada en el intervalo compacto [a,b] de R. Sea P = {a =
to <t < ...<t, =0b} una particion de [a, b]. Si

oo
lfm Y f(@)(ti — tioy)

1Pll—0

=1

existe, donde || P|| = lrgix (ti—t;—1) y x; € [ti—1,t;], entonces decimos que [ es integrable
1SN

en el sentido de Riemann o Riemann-integrable en [a,b] y denotamos al limite por

®) [ s
47
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Un teorema importante en la teorfa de integracion de Riemann dice: “Una funcion f
real y acotada en [a,b] (—oo0 < a < b < 00), es Riemann-integrable en [a,b] si y sdlo si,
dado € > 0, existe una sucesion {Ij};; de intervalos abiertos o cerrados tal que cada

punto de discontinuidad de f en [a,b] estd en algin I; y ademds,

o0

Yol <e,

j=1
donde |1;| denota la longitud del intervalo I,

La condicion para que una funcion real y acotada en [a, b] sea Riemann integrable es
tan fuerte, que soélo bajo la convergencia uniforme, el limite de una sucesion acotada de
funciones Riemann-integrables es también integrable. Este resultado no es cierto con

respecto al limite puntual como veremos en el ejemplo siguiente:

Ejemplo 1.0.1. Sea f,,(x) = lim (cosm!mx)*", x € [0, 1].

n—oo
Entonces, para x en [0,1], se ve que 0 < f,(x) < 1. Especificamente, f,(x) =0 simlz

no es un entero y fn(x) =1 en caso contrario.

Como la discontinuidad de f,, ocurre en un nimero finito de puntos de [0,1], por el
criterio mencionado anteriormente, fn, es Riemann-integrable y ademds, {fn}]" es

uniformemente acotada por 1.

Pero la funcion
1, sizeQn]|0,1];

fle) = lim fm(x):{ 0, sizelno,1].

es discontinua en todo el intervalo [0, 1], lo cual implica que f no es Riemann-integrable
en [0, 1].

El otro punto de vista para el estudio de integraciéon en un nuevo sentido, es el que

indicamos a continuacion:

Si R([a,b]) es la coleccion de todas las funciones reales Riemann-integrables en [a, 0],

podemos introducir una pseudométrica d en R([a, b)) dada por

b
d(f.g) = (R) / (@) — g@)ldz, f,g € R([a,b).

Entonces sabemos que R([a,b]) no es completo con respecto a d.

La falta de completitud del espacio R([a,b]) motivé la introduccion de un nuevo con-
cepto de integral segiin el cual la coleccion de las funciones reales e integrables sea el

completamiento del espacio R([a, b]).

A comienzos de siglo, Lebesgue introdujo exitosamente una teoria de integracién que
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generaliza la de Riemann. La clase de las funciones integrables en el sentido de Le-

besgue (Lebesgue-integrables) en [a, b], contiene a las funciones Riemann-integrables,

es cerrada para el limite puntual de sucesiones acotadas y es el completamiento del

espacio R([a,b]) bajo la pseudométrica inducida por la nueva integral.

Las siguientes observaciones sobre la integral de Lebesgue motivan la teoria de inte-

gracion abstracta y la de Bochner.

1.

En lugar de intervalos, utiliz6 subconjuntos de R, que llamé medibles; en esta

clase estan los intervalos abiertos, cerrados y semiabiertos.

Utilizando la nocion de longitud de intervalos logré asociar a cada conjunto me-
dible E C R un ntimero tnico en [0, 00) U{oo}, denotado por m(E), tal que para

cada intervalo compacto [a,b] en R es cierto que
a) m([a.b)) = m((a.b)) = m((a,b)) = m(la.b)) =b—a
b) m([a, 00)) = m((a,00)) = o0
¢) mi((~o00,a]) = m((~00,a)) = m((~o0,00)) = o0
para todo a € R.

La clase M(R) de todos los conjuntos medibles en R es cerrada bajo las opera-
ciones de union numerable y complemento. Es decir, M (R) es una o-algebra (ver

la seccion 1.4).

. Para cada sucesion numerable {E;}7°, E; medible, E; N E; = 0, i # j, se tiene

que
m (U E> => m(E)
1 1
Es decir, m es numerablemente aditiva en M (R) (ver 1.2).

Lebesgue introdujo una clase de funciones reales (a la cual pertenecen las funcio-
nes reales y continuas en R) llamadas funciones medibles (medibles de Lebesgue),
cerrada bajo el limite puntual de sucesiones. (Esta propiedad no la posee la clase

de las funciones reales y continuas en R).

Pudo definir la integral de funciones no negativas y medibles en cualquier conjunto
medible £ C R con m(E) <oco 6 m(E) = oc.

Cuando m(FE) < oo, cada funcién medible y acotada es integrable en E.

Cuando E = [a,b], a,b € R con a < b, cada funcion f, real y Riemann-integrable
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10.

1.1.

en [a, b], es Lebesgue-integrable y

(R) / e = | fa)im

[

donde, f(z)dm(z) es la integral de f en [a,b] en el sentido de Lebesgue.
[a,b]

Sea L,(E) = {f : / |f(z)]Pdm(x) < oo}, (1 < p < o0). Alintroducir la relacion
E

de equivalencia ~ dada por: f ~ g si
[ 1@ = g@)l dm(@) =0, f9€ L,(B)
E

L,(E) = L,(E)/ ~ es un espacio de Banach sobre R, bajo la norma

=([er dm<x>)”p,

donde f pertenece a la clase de equivalencia f.

|7

L1([a, b]) es el completamiento de R([a,b]) y Li([a,b]) es el de C"([a, b]), la colec-
cion de todas las funciones reales y continuas definidas sobre el intervalo compacto
[a, b].

Medidas en Intervalos de R

Con el objeto de motivar y explicar la teoria de medida abstracta, estudiamos en esta

seccion la medida inducida por una funcion real no decreciente y continua a la derecha

en R. En particular, este estudio incluye al de la medida inducida por la longitud de

los intervalos en R.

En todo el texto P(R) denotara al conjunto de todos los intervalos de la forma (a, b],

—00 < a < b < oo. Notese que cuando a = b, (a,b] = (.

La coleccion de todas las uniones finitas y disjuntas de miembros de P(R) sera denotada
por R(P).

Tenemos la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1.1.1. Si A, B € R(P), entonces

1.

2.

AUB e R(P).

A\ B € R(P).
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Demostracion.
1. Sean
A= U(aiabi] y B= U(Ciadi]a
i=1 i=1

donde (a;, bi] N (a;,0;] =0y (i, di] N (¢j, ds] = 0 para i # j.
Sea,
Jl = {] . (CL]‘, b]) N (Cl,dl] ?é @}
Entonces, sin perdida de generalidad, supondremos que J; = {j1,...,Jx} y que
aj, < ¢ <bj <aj <bj, Sajy << by < dy
(é dy < bjk)‘
Si I ={1,2,...,n}, entonces
(U(ajabj]) U (Chdl] = U (aja b]] U (ajla b] S R(P)
Jj=1 Jje\J1
donde b = d; si b, < d; y b= 0j, en caso contrario.
Si AN (c¢y,di] =0, obviamente, AU (¢1,d;] € R(P).
Ahora, se deduce por induccion finita, que AU B € R(P).

2. Ya que (a;,b;] \ (¢j,d;] es un conjunto de alguna de las formas (a;, b;], (a;, ¢jl,
(dj, bi], (a;,¢;] U (dj,b;] o 0, por 1. se tiene que A\ B € R(P).

Nota 1.1.2. Cuando hablemos del concepto de anillo en la seccion 2., diremos que
R(P) es un anillo de subconjuntos de R. También veremos que R(P) es el anillo mds

pequeno que contiene a P(R).
Definiciéon. Sea f: R — R una funcion no decreciente y continua a la derecha. Esto

es, lim f(z) = f(xo) para todo zy € R. Para (a,b] € P(R), definamos

.’L'*)ZO

Ly ((a,b]) = f(b) — f(a).

Por ser f no decreciente, l¢((a,b]) > 0.
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Cuando f(x) =z, z € R,
lt((a,b]) = longitud del intervalo (a,b] = b — a.

En este caso denotamos a [y por [y, a veces, también denotamos a [((a, b]) = |(a, b]|.

Ahora, desarrollamos algunos lemas para extender la funcion de conjuntos (intervalos)

l; a R(P), en forma tnica.

Lema 1.1.3. Si {E4,...,E,} es una coleccion finita de miembros de P(R) con E; N
E; =0, (i#j)ysiUE; C Ey € P(R), entonces
1

> 1B < 1p(E).

Demostracion. Sean E; = (a;,b;],1=0,1,2,--- n. Sin perdida de generalidad, asumi-

remos que a1 < ag < -+ < Q.
Por hipotesis, tenemos que ag < a3 < by <as <---<a, < b, < by.

Entonces,

IN

S () = fla)) + > (flair) = f(b:) = f(ba) — flar)
fbo) — f

IA

(ao) = ly(Eo),

puesto que f es no decreciente. ]

Lema 1.1.4. Si un intervalo cerrado Fy = [ag, by| estd contenido en una union finita de

intervalos acotados y abiertos Uy, ..., U,, donde U; = (a;,b;), 1 = 1,2,...,n, entonces

Fb) = fla) < (f(b) — fla)).

Demostracion. Sea ky tal que ag € Uy, .

Si by, < by, tomamos ko tal que by, € Uy,,

si by, < by, tomamos ks tal que by, € Uy,;

y asi sucesivamente, este proceso termina con algin k,,, cuando b > by.

Sin perder la generalidad, supondremos que m =n y k; =1, i = 1,2,...,n. Entonces,
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tenemos que

a1<a0<b1, CLn<b0<bn

y paran > 1,
ai+1<bi<bi+1, 1=1,2,...,n—1.

Esto significa que

f(bo) = flao) < f(bn) — f(ar)

—

n—

= f(b1) — fla1) +

(]

(f(biv1) = f(b:)) = f(b1) = f(an)

1

(f(biy1) = fla; +1))

i
= .
Il

+

-

n—

= Z(f(bz) — flas))

1

]

Lema 1.1.5. Si {E;}]° es una sucesion de miembros de P(R) y si Ey C |JE; donde
1
Ey € P(R), entonces

[(Eo) <) 1p(Ey).

Demostracion. Sean E; = (a;,b;], i € NU {0}.
Si f(ag) = f(bo) el lema es trivial.
Por lo tanto, sea f(ag) < f(by). Tomamos € > 0 tal que 0 < e < f(by) — f(ao).

Como f es continua a la derecha, existen ntimeros positivos J; (i € N) y §y tales que

0o < by — ay,
Flag+1) — flag) < % si0<t<d (1.1)
Y €

Sean Fo = [(lo + (So,bo] y Uz = (CLZ', bz + 51), 1€ N,

[o.¢]
Entonces, como el compacto F' esta contenido en |J U;, por el teorema de Heine-Borel
1

no
0.5.44] existe un namero ny € N tal que Fy C |JU;.
1
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Por el lema [T.1.4] y por la desigualdad se deduce que

no

— Z(f(bi + ;) — f(b)) + Z(f(bz) — flai))

1

<D (F) = F@) + Y 5
<D B+ (1.3)

1

Ahora, por las desigualdades [T.1] y se tiene que

f(bo) = flao) = f(bo) — flao + do) + f(ao + do) — f(ao) <Zlf

Como ¢ es arbitrario, el lema queda demostrado. O

Lema 1.1.6. Si {E;}° CP(R), EENE; =0, i#j ysi Eg= UE € P(R), entonces

Eo) =Y I(E

En otras palabras, decimos que ly es numerablemente aditiva en P(R).

Demostracion. Por el lemal|l.1.5| es cierto que

#(Eo) < ) U(E)

y por el lema|l.1.3|se tiene que

Zlf <lf E()) Vn eN

lo cual implica la desigualdad Z l(E;) <ls(Ep) .

Luego, I¢(Eo) = > 1¢(E;) - O
1

Teorema 1.1.7 (Extension de Iy a R(P)). Eziste una unica funcidn de conjuntos

my definida en R(P) que cumple las siguientes condiciones:
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1. my es una extension de ;.

2. Dada una sucesion {E;};° € R(P) con Ey = JE; € R(P) y con E;NE; =0,
1

i # j, entonces

my(Eo) =Y my(Ey).

(En forma equivalente, diremos que my es numerablemente aditiva en R(P)).

3. 0 <my(E) <oo, E € R(P).

Demostracion.

1. Sea E € R(P). Entonces existe una coleccion finita {£;}] de miembros disjuntos

de P(R) tal que E = |J E;. Definamos
1

Afirmacion 1. my estd bien definida en R(P) y my|pw) = ;.

Supongamos que

E:OE:OE
i J

donde EuF} € P(R> parai: 1>2a"'7nyj = 1a27"'7p7 donde ElmE] = (Z)’
parai #1i y F; N Fy =0, para j # j'.

Entonces,
P
@:meﬂyz:Lm”%
j=1
E,NF; e P(R)y (E;NF;)N(E;NFy) =0, para j # j'.

Como [¢(0) = 0, por el Lema obtenemos que

P
H(E)=> (ENF), i=12..,n
j=1

y por tanto,
n n P

Do LE)=)]) LENE).

1 i=1 j=1
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De manera similar tendremos que

D_UF) =D D (N E).

Asi, my estd bien definida.

Ahora, es obvio que m; extiende a lj.

2. Afirmacion 2. Si {E;}? C R(P,), E;NE; = 0 para i # j, y E = |J E;, entonces

n

E € R(P)y my(E) =2 ms(E).

1

En efecto, por la proposicion e induccion finita, se tiene que E € R(P).
k(d) o N L

Ademés, si E; = |J (ay),by)] con (ay),by)] N (agff),by)} = 0, para j # j',
j=1

entonces
n k(i)

E-JU (8]

i=1j=1
Por la definicion de my, como E; N E; = (), para i # j, se tiene que

n k(i)

i) =33ty (6 7]) = st

i=1 j=1
Afirmacidn 3. my extiende a [y de manera tinica a la clase R(P) como una funcion
de conjuntos con la propiedad dada en la afirmacion 2.

En efecto, sea m’f otra extension de Iy a R(P), que cumpla la propiedad de dicha
afirmacion. Sea E € R con E = |JE;, E; € P(R), E;NE; = 0, para i # j,
1,7 =1,2,...,n. Entonces se ve que

n

mg(E) =Y 1;(E) =) my(E;) = mj(E).

1

Afirmacion 4. my cumple la condicion 2 del teorema.

En efecto, sea {E;};° C R(P) con E; N E; =0, para i # j, y con Ey = JE; €
1

R(P). Entonces cada E; es una unioén finita de miembros disjuntos {EZ]};‘Q de
n (%)

PR)y my(Es) = 2 1 (Eij)-
]:

Puesto que Ey pertenece a R(P), existe una sucesion finita {Fy}] de miembros
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p

disjuntos de P(R) tal que Ey = (JFi. Ahora, por la Afirmacion 2 y por el
1

Lema (1.1.6]

p

zf(Fk):sz Fkﬂ U E;j

k=1 1€N
je{1,2,..,n}

my(Eo) =

HM@

p oo n(i) n(z)

p oo nf

k=1 i=1 k=1 i=1 j=1

p o0 o p
:szf<kaE1>:Z mf(FkﬂEZ)

k=1 i=1 i=1 k=1

= me<El) )

Ya que Fk N Ez = U Fk N El'j € R(P)
j=1

3. Obviamente, m¢(E) es finita y no negativa para todo £ € R(P).

Esto completa la demostracion. O

Definicion 1.1.8. Cuando f(x) = x en R, my se denota por m. La funcidn de con-

juntos m en R(P) se llama la medida de intervalos.

Nota 1.1.9. 57 f : R — R es no decreciente y continua a la izquierda, podemos definir

l([a,0)) = f(b) = f(a)

y obtener una funcion de conjuntos my, que cumpla las condiciones 1, 2y 3 del teo-
rema si reemplazdramos P(R) por P(R) = {[a,b) : —00 < a < b < oo} y

definiéramos R(ﬁ) como la clase de todas las uniones finitas de miembros disjuntos de

P(R).

1.2. Medidas Abstractas

Los resultados obtenidos en el 1.1 constituyen una base que justifica la introduccion y
estudio del concepto de una medida abstracta. La clase de conjuntos cerrada bajo las
operaciones de union y diferencia, como R(P) de la Proposicion [1.1.1] se llama anillo de
conjuntos, y tales clases R serdn el dominio de una medida u, que es numerablemente
aditiva en R, como lo es m; en R(P). En todo el libro X denota a un conjunto no

vacio.
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Comencemos con algunas definiciones.

Definicién 1.2.1. Una coleccion R de subconjuntos de X se llama un anillo de con-

juntos en X st
1. 0 € R.
2. AUB y A\ B pertenecen a R, siempre que {A, B} C R.
Un anillo R de conjuntos en X se llama un &lgebra en X si X € R.

Nota 1.2.2. Si las operaciones de adicion (+) y producto (-) en un anillo de conjuntos
R se dan por A+ B=AAB y A- B = AN B, entonces (R,+,-) es un anillo conmu-
tativo en el sentido del dlgebra moderna y ademds es un anillo de Boole. Cuando R es
un dlgebra de conjuntos en X, (R,+,-) es un anillo de Boole con identidad. (Ver el
problema 1.6.1).

Proposiciéon 1.2.3. Si R es un anillo de conjuntos en X, entonces las siguientes

afirmaciones son ciertas:

1. S1 A,B € R, entonces AN B € R.

2. SiA; €eR,i=1,2,...,n, entonces 'LTJI Ay ‘(n]l A; estdn en R.
3. Si R es un dlgebra de conjuntos y si A € R, entonces A° € R.
4. Un anillo de conjuntos R en X es un dlgebra de conjuntos en X si y solo si R
es cerrado bajo la operacion de complemento.
Demostracion.
1. Si Ay B € R, entonces AN B = A\(A\B) € R por la definicién 1.2.1.
2. Por 1 de esta proposicion y por la definicién 1.2.1 se obtiene 2.

3. Es obvia.

4. Es obvia.

Ejemplo 1.2.4.

1. La coleccion P(X) de todos los subconjuntos de X es un dlgebra de conjuntos en
X.

2. R(P) de la seccion anterior, es un anillo de conjuntos en R, pero no es un dlgebra.

3. Sea R la coleccion de todos los subconjuntos finitos de X. Entonces R es un anillo

de conjuntos en X y R es un dlgebra de conjuntos en X si y solo si X es finito.
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Definicion 1.2.5. El mds pequeno anillo de conjuntos en X que contiene a una clase
C(# 0) de subconjuntos de X se llama el anillo generado por C en X y se denotard por
R(C).

Proposicién 1.2.6. Sea C(# 0) una clase de subconjuntos de X. Entonces
R(C) = ﬂ{R : R un anillo de conjuntos en X, R D C}.
Demostracion. P(X) es un anillo de conjuntos en X (ver Ejemplo 1.2.4.1.) que contiene

a C. Por lo tanto, F = {R : R un anillo de conjuntos en X, R D C} es no vacia.

Como la interseccion de una familia no vacia de anillos de conjuntos en X es evidente-

mente un anillo, (| R es un anillo de conjuntos que contiene a C.
ReF

Ademés, cada anillo de conjuntos que contiene a C debe contener esta interseccion. Por
lo tanto, R(C) = () R. O
ReF

Ejemplo 1.2.7. El anillo R(P) de la seccion anterior, es el anillo generado por P(R)
en R. En efecto, por la proposicion 1.1.1, R(P) es un anillo. Si Ry es un anillo de
conjuntos cualquiera en R, que contiene a R(P), entonces todas las uniones finitas de
miembros de P(R) estdn en Ry y por tanto, R(P) C Ry.

Definicion 1.2.8. Los simbolos —oo y 0o (0 +00) se llaman “menos infinito” y “més

infinito”, respectivamente.

Denotamos los conjuntos

R U{—00,00} = [—00, x0].

RU{o0} = (—00, 0],

RU{—00} = [—00,0)

y se llaman conjuntos de niimeros reales extendidos.
[0,00] ={t e R:t >0} U{oc0}.

Para el nuevo conjunto [—oo, 00|, extendemos el orden natural de R, haciendo

—o<zr<oo, VrelR.

A continuacion damos las siguientes reglas aritméticas para los nimeros reales exten-
didos:

1. (£00) + (£o0) = £o0 .

2. a+ (£o0) =+o00, a€R.



Médidas 60

+oo, sia € (0,00];
4., (+0)-a=a- (o) = 0, sia=0;
Foo, sia€ [—0,0).
+oo £o0

. ——., — v 00 — 00, 1no se definen.
Too' 0 Y ’

Nota 1.2.9. En la teoria de integracion deseamos que la integral / f(z)dm(z) nos dé
R

el valor del drea encerrada por el grdafico de la funcion continua f y es por esta razon

por la cual 0o - 0 = 0, pues el drea encerrada por la funcién f(x) =0 es cero.

Definiciéon 1.2.10. Una funcion de conjuntos A con valores en (0, 00], definida en una

clase C no vacia de conjuntos en X, se llama finitamente aditiva en C si
A (U E) =Y ME),
i=1 i=1

siempre que {E;};_, C C con E;NE; =0 parai # j, y con |JE; € C, n € Ny se
i=1
llama aditiva en C si

MEUF) = MNE) + A(F),

siempre que {E,F,EUF}CCy ENF =0.

o0
Si > a, es una serie de nimeros no negativos, que no es convergente, decimos que
n=1

M8

a, = 0o. Asi, en este caso, dado N > 0, existe ng € N tal que

n=1

iak > N
k=1

para todo n > ny.

Definicion 1.2.11. Sea R un anillo de conjuntos en X. Una funcion de conjuntos

p: R —[0,00] se llama una medida en R si se cumplen
1. (@) =0.

2. es numerablemente aditiva en R, en el sentido

1 (U Ez) = ZN’(EZ)
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siempre que {E;};°, C R con E;NE; =0 parai+#jy J E; € R.
i=1

Definicion. Sea i una medida en un anillo R de conjuntos en X.

Un conjunto E € R se llama de medida finita si u(E) < oo y de medida o-finita o

o0

simplemente o-finito si existe {E,}.., C R con E C |J E, y u(E,) < oo para todo
n=1

n € N,

Cuando todo E € R es de medida finita (respectivamente, de medida o—finita) decimos

que 1 es una medida finita (respectivamente, o-finita) en R.

Si X € R, y si X es de medida finita (respectivamente, de medida o—finita) decimos

que [ es totalmente finita (respectivamente, totalmente o-finita) en R.

Enunciamos la siguiente proposicion antes de dar ejemplos de medidas.

Proposicién 1.2.12. Sean R un anillo de conjuntos en X y u: R — [0, 00|. Entonces:
1. Si p es una medida en R, i es finitamente aditiva en R.

2. Sip(E) < oo para algin E € R y si o es numerablemente aditiva en R, entonces

w(0) = 0.
Ast, p es una medida en R.

3. En particular, p: R — [0,00] es una medida en R si, y solo si, pu es numerable-

mente aditiva en R.

Demostracion.

1. Sea {E;},°, C Rcon E;NE; =) parai # j. Si hacemos E,41 = Epyo =+ =0,
entonces

{E,}filCRconE,ﬂEj:®paraz7é]y UEz: UEzER
i=1 i=1

Por 1 y 2 de la definicion [1.2.11] tenemos que

n

0 (U E) = u (U E) = Zu(Ei) = ZM(EZ-),

lo cual prueba 1.

2. Si E € Rcon pu(E) < 0o, entonces haciendo Fy = E, Fy = E3 = - -+ = (), tenemos

que

w(E) = p (U E) = u(E) + Zu(Ei)-
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Como u(E) es finita, obtenemos que Y p(E;) = 0.
i=2

Asi, limnu(@) = 0, lo cual demuestra que p(0) = 0.

3. Es inmediato por 2.

Ejemplo 1.2.13.

1. En P(X) de 1.2.11, definamos . como sigue:

numero de elementos en E, si E es finito;
u(E) = . L
00, si E es infinito.

Entonces p es una medida, que es totalmente finita si X es finito y totalmente

o-finita si X es a lo sumo numerable.

2. Sea X = N. En P(N), pu se define como en 1. Esta medida p se llama la medida
de conteo y jugard un papel importante en la construccion de algunos contra-

ejemplos.

3. En P(X), para xq fijo en X definimos

0, sixg & F;
oo (B) = { 1 )
, Stxg € E.

Entonces pg, es una medida totalmente finita en P(X) y se llama la medida de

Dirac en xg.

4. La funcion de conjuntos my del Teorema 1.1.7 es una medida finita (no total-

mente finita) en R(P).

5. Sean X no numerable y R = {A C X : A ¢ A% lo sumo numerable}. Entonces

R es un dlgebra en X.

Sip: R — [0,00] se da por

0, st E esalo sumo numerable;
u(E) = {

1, si E° es a lo sumo numerable.

Entonces, ju es una medida totalmente finita en R. En efecto, sea {E;};~ C R

con E;NE;=0,14#j, y E=J E; € R. Se presentan dos casos:
i=1

a) Si cada E; es a lo sumo numerable entonces asi lo serd su union y por lo

tanto, obtenemos
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b) Supongamos que existe algin E; con Ef a lo sumo numerable. Entonces por

hipdtesis, E; C EY para todo j # i, y en consecuencia, tenemos que

> H(E) = n(B) = 1.
Como (U Ej> C Ef, entonces (U Ej> es a lo sumo numerable y ast,
i=1 j=1

[t (_E:lej) — S (E) =1L

Aunque toda medida es finitamente aditiva, una funcién de conjuntos finitamente adi-

tiva no es, en general, una medida, tal como muestra el siguiente contraejemplo

Contra-Ejemplo 1.2.14. Sea R = P(N). Definamos p: R — [0, 00] como:

0, st E =)
1 . .
E) = =z, st E es finito;
p(E) n;E 2
oo, st E es infinito.

Entonces 1 es finitamente aditiva. Pero, i no es numerablemente aditiva, ya que

=1 7r2<
— = — < 0.
n? 6

n=1

pN)=o00 y > pu(fn}) =

Ahora, introducimos los conceptos de monotonia y sustractividad, ademéas veremos que

una medida siempre es monétona y sustractiva.

Definiciéon 1.2.15. Sea R un anillo de conjuntos. Una funcion de conjuntos p: R —

[0, 00] se llama:

Monoétona en R si, dados E, F' en R con E C F, entonces (E) < u(F).

Sustractiva en R si, dados E,F en R con E C F y u(E) < oo, entonces
p(F\ E) = u(F) — p(E).

Proposicion 1.2.16. Si u es una medida en un anillo de conjuntos R entonces u es

mondtona y sustractiva en R.

Demostracion. Sean E, F € R, con E C F. Puesto que u es finitamente aditiva por la

proposicion 1.2.12.1, se tiene que

p(F) = p(E) + p(F\ E) > u(EB),
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pues u(F\ E) > O.

Ademas, cuando pu(E) < oo, se ve que u(F \ E) = u(F) — p(E). O

Nota 1.2.17. La proposicion 1.2.16 es cierta para funciones de conjuntos p en un
anillo de conjuntos R, cuando p es aditiva con valores en [0, 00]. Esta observacidn serd
usada en las demostraciones de la proposicion 1.2.18.1 y en la parte en que 4 tmplica
1 del teorema 1.2.21.

Proposicién 1.2.18. Sean R un anillo de conjuntos en X y p: R — [0, 00].

1. Si v es finitamente aditiva, entonces i es numerablemente supra-aditiva en R,
[o.¢]

en el sentido de que si {E;};=; C R con E;NE; =0 parai # j, y |J E; € R,
i=1
entonces

2. Siu es una medida, entonces i1 es numerablemente sub-aditiva en R, en el sentido
oo
de que si {E;};°, C R con |J E; € R, entonces
i=1

7 (G Ez) < iM(Ez)

Demostracion.

oo

1. Sea {E;};, C Rcon |JE; € Ry E;NE; = para i # j. Entonces, como p es

i=1
finitamente aditiva, por la nota 1.2.17, u es mondtona y asi obtenemos

L (U El> > <U Ez) = ZH(Ez)

para todo n € N. En consecuencia, p es numerablemente supra-aditiva.

2. Si{E;};2, C Rcon |J E; € R, entonces hagamos
i=1

n—1
Fi=FE,F,=E\E,....F,=E,\|JEi ...
=1

Es obvio que,

F,NF;=0parai+#j, F;€ Rparatodoi e Ny | E; = | Fi.
i=1 i=1



65 T.V. PANCHAPAGESAN, C. COVA, Z. SIVOLI

Como g es numerablemente aditiva, tenemos que

7 (QE> = p (QF> = gu(Fi)-

Pero por 1.2.16, i1 es mono6tona y asi, concluimos que

M( Ez) > ZM(Ez)

1=

]

A continuacién, estudiamos algunos lemas para probar el teorema 1.2.21, el cual da
varias caracterizaciones para que p : R — [0, oc], finitamente aditiva con u()) = 0, sea

una medida en el anillo de conjuntos R.

Lema 1.2.19. §i pu es una medida en un anillo R de conjuntos en X, entonces u es

o

n_1, No decreciente

continua por abajo, en el sentido de que dada una sucesion {E,}

o0
de miembros de R, con |J E; € R, entonces
i=1

n=1

Demostracion. Haciendo

Fi=F, F,=E\Ey, ..., Fy=E,\ Ep_1, ...

tenemos que F,, € R paratodon € N, F,NF,, =0 paran#m,y J E,= | Fn-
1 n=1

n=
Ya que p es numerablemente aditiva y asi finitamente aditiva, por la proposicion

1.2.12.1, obtenemos que
7 (U En) = (U Fn) =Y w(F) = lm Y u(F)
n=1 n=1 n=1 k=1

(U = i e

k=1

[]

Lema 1.2.20. Si p es una medida en un anillo R de conjuntos en X, pu es condi-

[e.9]

n=1s 1O

cionalmente continua por arriba, en el sentido de que dada una sucesion {E,}
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oo
creciente de miembros de R con p(Ey,) < oo para algin ng, y con (| E, € R, se tiene
1

n—=

que

p (ﬂ En) = lim p(E,).

n=1
Demostracion. Sean {E,}, |, E,, como en el enunciado del lema.

Si Eg = () En, entonces By = () E,.
n=1

n=ng
Sea F,, = E,, \ Ey, n € N. Entonces F,, | y () F, = 0.
n=1

Sea
Gn = Fn0+n—1 \ Fn0+n7 n € N.

Evidentemente, {G,}~, C Ry G, NGy, =0, para n # m.

(o)
Como F, |, entonces G,, C F,,, para todon € N, y asi |J G, C F,,. Si la inclusion es

n=1
o0
estricta, entonces existe un xg € F,, tal que 2o ¢ |J Gp. Esto es, xy € G}, para todo
n=1

k € N, lo cual implica que xo & Fpy15—1 \ Fngsrr ¥ asi, g € Fp 4 para todo k € N.

En consecuencia, xg € [ Fo+x = 0, lo cual es una contradiccion.
k=1

Como p es numerablemente aditiva en R, por la Proposiciéon 1.2.16 y por la hipotesis

de que p(E,,) < 0o tenemos:

1(Fng) = p (U Gn) = Z#(Gn) = Zﬂ(Fnoﬁ-n—l) — W(Frng4n)

= nh_{glo ;(N(anrkl) = 1(Fro4r)) = 77,11—)HC}O{M(FnO> — 1(Frg4n)}

= ,U(Fno) — lim M(Fn)'

n—oo

Ya que p(F,,) < oo, deducimos que lim p(F,) = 0. Es decir,

0= lim {(E, \ Eo)} = lim {u(E,) = p(Ey)}:

puesto que p es sustractiva por la proposicion 1.2.16 y p(Ey) < u(E,,) < oo. O

Teorema 1.2.21 (Caracterizaciones de Médidas). Sea R un anillo de conjuntos
en X. Supongase que p es una funcion de conjuntos en R con valores en [0, 00| tal
que u(0) = 0 y p es finitamente aditiva. Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
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1. p es numerablemente aditiva en R y asi, es una medida.
2. 1 es continua por abajo en el sentido del lema 1.2.19.
3. u es numerablemente subaditiva en el sentido de la proposicion 1.2.18.2.

4. Cuando p(R) C [0,00), 1 es continua por arriba, en el sentido de que si {E,} -, C
R, E,ly () E. € R, entonces

n=1

i (ﬂ En> = h’rrlnp(En).

n=1

5. Cuando u(R) C [0,00), p es continua por arriba en ), en el sentido dado en 4,
donde se tenia que (| E, = 0.
1

n—=

Notese que la condicion de que u(Q) = 0 puede omitirse en la hipdtesis sobre p para las

afirmaciones 4 y 5.

Demostracion.

1. = 2. Por el lema 1.2.19.

2. = 1. En efecto, sea {E;};-, € R, con E;NE; =0 parai #j,y |J E; € R.
i=1

Hagamos F,, = |J Ej, n € N. Entonces {F,,} - CR, F,ty U F.= U E,.
k=1 n=1 n=1

Por 2 y por la hipotesis de que p es finitamente aditiva en R, tenemos que

m <U En> = (U Fn> = lim pu(F,) = lim p (U E)

n=1 n=1 =1

=limpy (B) = p(E)

1. = 3. Por la proposicién 1.2.18.2.

3. = 1. En efecto, si {E;},°, € R, con E; NE; = parai # j, y |J E; € R, entonces
i=1
por la hipotesis de que u es finitamente aditiva en R con pu(R) en [0, 00|, y por

la proposiciéon 1.2.18.1, se tiene que

p (U Ez) > ZM(Ez)

=1
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Pero, por 3, i es numerablemente subaditiva y asi,

m (U E) = ZM(E

Asi, la implicacién queda demostrada.
1. = 4. Por el lema 1.2.20.
4. = 5. Es evidente.

5. = 2. En efecto, sea {E;};-, € R, E;ty U E;=E € R.

i=1
Entonces {E'\ E;};~, CR, E\E; |y ﬁ(E \ E;) = 0.
i=1

Por 5, tenemos que
0=p(0) =lmu(E\ E,) = p(E) — lm p(E,),

donde aplicamos 1.2.17. Es decir, u(E) = lim pu(E,,) v asi deducimos 2.

La demostracion queda completa. O]

El lema 1.2.20 no es cierto si la condicion u(E,) < oo para algin n se omite, como lo

muestra el siguiente contraejemplo.

Contra-Ejemplo 1.2.22. Sea i la medida de conteo en P(N) (ver el ejemplo 1.2.15.2)
y sea E, = {n,n+1,...}. Entonces E, € R = P(N), N E, =0y E, | . Pero

n=1

pu(E) = oo para todo n € N y pu(0) = 0. Asi, tenemos que
(ﬂ E ) + hmp (E,).

Vimos que 1 y 2 en el teorema 1.2.21 son equivalentes y asi, no podemos omitir la
hipo6tesis de que p es numerablemente aditiva en el lema 1.2.19. Sin embargo, el siguiente

contraejemplo también explica este hecho.

Contra-Ejemplo 1.2.23. Sea 1 : R = P(N) — [0, o],

0, si B =0;

w(E) = > n—lg, si B es finito;
nekl
0, st E es infinito.

Evidentemente, p es finitamente aditiva, pero no es numerablemente aditiva (ver 1.2.14).
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Si E,={1,2,...,n}, entonces E, T, |y E, =Ny

n=1

oo=u<N>=u(UEn) # T

n=1

NE
=
I
5

=}

S

n=1

1.3. Semi-Anillos y Reticulos de Conjuntos

Una ampliacion de las propiedades de P(R) de la seccion 1.1, es fundamental en el
estudio de la medida de Lebesgue en R™ y, con mayor generalidad, en el estudio de la
medida producto. En esta seccion damos esta generalizacion, la cual serd llamada un
semi-anillo y extendemos los resultados de la seccién 1.1 para semi-anillos. En [43] el
dominio de una medida se toma como un semi-anillo. A la luz del Teorema 1.3.8, una
medida definida en un semi anillo siempre tiene una extension tinica, como una medida,
al anillo generado y, por lo tanto, el dominio de una medida se puede tomar como un
anillo. También introducimos el concepto de reticulos de conjuntos y probamos que
una medida finita definida en el anillo generado por un reticulo de conjuntos L esta

determinada por sus valores en L.
Definicién 1.3.1. Un Semi-anillo es una clase no vacia P de conjuntos en X tal que
1. Si E,F € P, entonces ENF € P.

2. SiE,FePysi ECF, entonces existe una familia finita {Co,Cy,...,Cr} CP
tal que

E:COC01CCCn:F Uy DZ:Cl\CZ,1€ED
parat=1,2,... n.
Ejemplo 1.3.2.

1. La coleccion P(R) de la seccion 1 es un semi-anillo de conjuntos en R, pero no

es un anillo.
2. Todo anillo de conjuntos es un semi-anillo.

Nota 1.3.3. En Zaanen [[4)] un semi-anillo de conjuntos se define de una manera mads

débil, pero luego el o-anillo generado por un semi-anillo P es el mismo en ambos casos.
Proposiciéon 1.3.4.
1. SiP es un semi-anillo de conjuntos en X, entonces () € P.

2. 51 P1 y Py son semi-anillos de conjuntos en X e Y, respectivamente, asi lo es

Plf]P]Q:{EXFZEEPhFEPQ}
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en X XY.

Demostracion.

1. Por la Definiciéon 1.3.1, P es no vacio. Sea E € P. Entonces F C F y cualquier
miembro de la cadena {Cy, Cy,...,C,} en 2 de la definicién 1.3.1, en este caso
coincide con el conjunto E y asi, ) = E\ E = D, € P.

2. Por1.,0x0ePiZPyyasi, Pz Py # 0. Si By, F} € Py y Es, Fy € P, entonces
(El X EQ) N (F1 X Fg) = (E1 N Fl) X (EQ N Fg) X Pl ?L’\PQ,

por 1 de la definicion 1.3.1.

Supoéngase que Fy X Ey C Fy X Fy. Entonces Fy C Fy y Ey C Fs.

Sean
E=CPccVc...cch=p
y
E=CPcc®c...cc?®=p,
donde
oWy DIV =\ Y e Py paraj=1,2,...,n
y
0Py DY =P\ C?) € Py paraj =1,2,...,m.
Ahora,

By xE=C"xcPccxc?c...
cCWxcPcoxc®c. ..
C Céz) X Cg) = F1 X FQ.

Entonces cada miembro de la cadena pertenece a P; T Py y ademas,

(€Y x )\ (€Y x ) = (VN x CP e Py EPy parai=1,2,...,n
y

(O x Y\ (e x ¢P)) = eV x (CP\CP)) € PLE P,y parai = 1,2,...,m.

Por lo tanto, P; & Py es un semi-anillo.
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Corolario 1.3.5.

1. SiP1,Ps, ..., P, son semi-anillos de conjuntos en X1, Xo, ..., X,, respectivamen-

te, entonces

n
PLEPyT - TP =[P
i=1

n

es un semi-anillo de conjuntos en [ X;.
i=1

n

2. P(R") =[PR), la coleccion de todos los conjuntos E de la forma
1

E={(xy,...,2,) ER": —c0o<a; <2; < b <o0,i=1,2,...,n}

es un semi-anillo de conjuntos en R™.

Demostracion.
1. Se deduce a partir de la proposicion 1.3.4 por induccién.

2. Es inmediato por 1, pues P(R) es un semi-anillo.

]

Nota 1.3.6. El semi-anillo P(R") jugard un papel importante en el estudio de la
medida de Lebesque en R™. Cuando R;, i = 1,2 son anillos, por el corolario 1.3.5,

Ri1 7 Ry es un semi-anillo, lo cual serd bdsico en el estudio de la medida producto.
Proposicion 1.3.7.

1. Un semi-anillo P, cerrado por la operacion de unidn de sus miembros es un

anillo.

2. El anillo generado por un semi-anillo P de conjuntos en X, se da por la coleccion

de todas las uniones finitas de miembros disjuntos de P.

Demostracion.
1. Sean F'y F en P.
Por hipétesis, £ U F' € P.

Ahora, ENF € Py ENF C E. Por la definicién 1.3.1.2 existe una cadena finita
de conjuntos {Cy, C,...,C,} C P tal que

EQFZCOC01C"'CC”:E
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con C;\ C;_1 € P,i=1,2,...,n. Por hipotesis,
E\F=E\EnF=J(Ci\Ci,)€eP,
1

y por lo tanto, P es un anillo.
2. SeaR:{UEi:E,-EP,izl,Z...,n, E;N E; = () para i#j,nEN}.
i=1

Entonces R es cerrado por las uniones disjuntas.

Afirmamos que R es un semi-anillo. En efecto, si
i=1 j=1

para i # ¢, {E;};_, C P, F;NFy =0 para j # j', {F;}/_, C P, entonces

EQFZOO(EQFJ‘),

i=1j=1

y {(EiN F})}i=12,..n es una familia de miembros disjuntos de P.
=12 "\m

Por lo tanto, EN F € R.
Ahora, sean E, F € P con E C F.

Por la definicion 1.3.1.2, F'\ E es una union finita de miembros disjuntos de Py
por lo tanto, F'\ F € R.

Si Fe€ePyF € Rcon E C F, existe una familia ﬁnita {F;};_, € P tal que
FNF;=0parai#jy F= UF Luego, F\ FE = U(F\E)ER puesto que
FF\E=F\F,NE € R por el caso anterior y R es Cerrado por unién finita de

miembros disjuntos de R.

Por dltimo, si Ey F' € Rcon E C F, sea E = |J E;, donde {E;}", C Py
=1
E;N E; =0 para ¢ # j. Entonces

F\E:F\OEi:Fﬂ (OE) Fn (ﬂE) —ﬁ (F\ E;) € R,

por el hecho de que R es cerrado por intersecciéon finita de sus miembros, y
F\ E; € R, por el caso anterior, para todo i = 1,2,...,m. Por lo tanto, podemos
tomar ¥ = Cy C C; = F con Cy,C1 € Ry C1\Cy € Ry F\ E=C1\ Cy. En

consecuencia, R es un semi-anillo.
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Ahora, dados E, F' € R, tenemos que
FUF=FEU(F\E)=FU(F\EUF),

que es una uniéon disjunta de miembros de R; luego, EN F' € R.
Ahora, por 1, R es un anillo.

Si Ry es un anillo arbitrario que contiene a P, entonces R; D R y por lo tanto,
R = R(P).

[]

Teorema 1.3.8 (Extensiéon de Funciones de Conjuntos Numerablemente Adi-
tivas en Semi-Anillos). Sea p una funcion de conjuntos en un semi-anillo P de
conjuntos en X con valores en [0,00) o [0,00]. Supdngase que (@) = 0 y que p es

numerablemente aditiva en P, en el sentido de que si {E;};>, C P, E; N E; =0 para

i# 7y | E; €P, setiene que (U EZ) = > u(E;).
i=1 i=1 i=1

Entonces, eziste una medida i inica en R(P), tal que pi(E) = u(E) para todo E € P.
Si X ePyuX)<ooou(X) eso-finita, asi lo es .

Si p es finita en P o u es o-finita en P, también lo es ji.

(Las definiciones de pu finita y o-finita en P son similares a las dadas en la definicion
1.2.11).

Demostracion. La prueba del teorema 1.1.7 es valida para demostrar la primera parte

si se reemplaza P(R) por P. Las demas partes son obvias. O
Ahora, introducimos otro concepto que se aplicara luego en el estudio de medidas en
espacios topologicos.

Definicion 1.3.9. Un reticulo de conjuntos en un conjunto X es una clase L de

subconjuntos de X tal que
1. Qe L.
2. SiE,FeL entonces EUFeLyENFE € L.
Proposicion 1.3.10. Sea L un reticulo de conjuntos en X.
SiP={F\E:E /FeL conECF}, entonces P es un semi-anillo y L C P.

También, P ={F\E: E,F € L} lo es.
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Demostracion. Como § € L, L C P.
Sean D; = F;\ E;, E; C F;, E;, F; € L, i = 1, 2. Entonces,

DiNDy=(F\ Ey)N(Fy\ Ey) = FyNFyn (ESNES)
=(F1NF)\ (FiNF)N(EUE)).

Por hipotesis, F1NF, € L, EyUE, € Ly asi, (F1NFy)N(E;UE,) € L. En consecuencia,
DiNDy,eP.

Si D1 D Dy, hacemos C' = (Fy N Fy) \ (E1 N E3). Entonces,
Dy =F,\Ey=FNE; C FiNEY
va que Dy C Dy, v por lo tanto,
Dy C(FINE)NF=(FNE)\FNkhNE =(FNkK)\(FRNE)=C

Asi, Dy C C' C Dy, C' € Py ademas,

C\Dy=FiNFENE\(F2\E)=FINFKNE{N(FSUEy) =FiNFE,NEy,NEY
=(FiNE)\EiNEy,eP.

Asimismo D; \ C € P.

Por lo tanto, P es un semi-anillo.

La tltima parte es obvia pues F'\ E = F\(F(F \ E). O
Proposicion 1.3.11. Sea L un reticulo de conjuntos en X. Sea P tal como en la
proposicion 1.53.10.

Si R = R(P), entonces R es también el anillo generado por L en X.

Si X € L, entonces R es el dlgebra mds pequena de conjuntos en X que contiene a L.

Demostracion. Si R; es un anillo de conjuntos en X que contiene a L, entonces para
E,Fen L con E C F, se tiene que F'\ £ € R; y por lo tanto, P C R;.

Asi, R(P) = R C Ry, lo cual implica que R C R(L).

Pero, L C Py asi, R(L) C R(P) = R. Es decir, R = R(L).
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Si x € L, entonces x € P. Por lo tanto, x € R y en este caso R = R(P) es un &lgebra.
Evidentemente, R(P) es el algebra mas pequena de conjuntos en X que contiene a
L. m

Teorema 1.3.12 (Un Teorema de Unicidad). Sean v y v dos medidas en un anillo
R generado por un reticulo L de conjuntos en X. Si u(E) = v(E) para todo E € L,
entonces p(E) = v(E) para todo E € R, cuando p o v es finita en L.

Demostracion. Sea P={F\E:E,Fe L, EC F}.

Supongase que i, es finita. Entonces, por hipotesis, v|, es finita. Ademés, por la
proposicion 1.2.16,

W\ B) = p(F) — p(E) = o(F) — vo(E) = o(F \ E).

Por lo tanto, p, = v,.

Ya que R = R(L) = R(P) (ver la proposicion 1.3.11), R(L) es la coleccion de todas

las uniones finitas de miembros disjuntos de P, por las proposiciones 1.3.10 y 1.3.7.
Como 1 y v son finitamente aditivas en R se tiene que pu(FE) = v(FE) para todo E €
R. O
Nota 1.3.13.

1. 51 X es un espacio topoldgico y L es la coleccion de todos los conjuntos abiertos
en X, entonces L es un reticulo de conjuntos en X y es obvio que, en general, L

no es un anillo.

2. El concepto de reticulos de conjuntos serd muy util en el estudio de medidas en

espacios topoldgicos.

3. Una generalizacion del Teorema 1.5.12 con algunas aplicaciones a las medidas de

Baire y de Borel serd discutida en[1.5] (ver[1.5.33, [1.5.35 y[1.5.56)).

1.4. Medidas en c-anillos y Clases Mono6tonas

En la teorfa de la integracion de Lebesgue en R, sabemos que la coleccion M(R) de
todos los conjuntos medibles de Lebesgue forma un algebra de conjuntos en R, cerrada
por las uniones numerable de sus miembros. Esta propiedad de M(R) implica que la
coleccion de todas las funciones medibles (Lebesgue) es cerrada bajo el limite puntual
de sucesiones de funciones medibles. Ademas, el hecho de que m es numerablemente

aditiva en M(R) permite que mas funciones sean integrables y por lo tanto, en la
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teorfa de integracion abstracta necesitamos un anillo que se comporte como M(R)
con respecto a la unién numerable de sus miembros. Este tipo de anillo sera llamado
o-anillo. En esta secciéon estudiaremos las propiedades de los o-anillos y las o-algebras.
También, introduciremos otra clase de conjuntos, llamada clase mono6tona, que jugara
un papel importante en el estudio de la unicidad de la extensiéon de medidas o-finitas.

Ademas, daremos algunas propiedades adicionales de las medidas definidas en o-anillos.

Definicion 1.4.1. Un o-anillo (respectivamente, una o-algebra) S de conjuntos en un
conjunto X, es un anillo (respectivamente, dlgebra) de conjuntos en X que cumple la

propiedad adicional:

[ee)
Dada una sucesion {E,},~, de miembros de S, entonces |J E, € S.
n=1

Ejemplo 1.4.2.
1. La familia P(X) es una o-dlgebra de conjuntos en X.

2. 81 X es un conjunto infinito, no numerable y si S es la clase de todos los sub-
conjuntos de X a lo sumo numerables, entonces S es un o-anillo, pero no es una

o-dlgebra.

3. 81 X es un espacio métrico completo o un espacio localmente compacto y de
Hausdorff, la coleccion de todos los subconjuntos de primera categoria en X es
un o-anillo, pero no es una o-dlgebra. Este resultado es debido al hecho de que
X es de sequnda calegoria en si mismo y la union numerable de conjuntos de

primera categoria en X es de primera categoria en X (ver el teorema 0.5.45.10).

4. En 8, 51 S ={A C X : Ao A® es de primera categoria en X}, entonces S es

una o-dlgebra. En efecto, obviamente S es un dlgebra de conjuntos en X. Si

{A;}2, C S y si cada A; es de primera categoria en X, asi lo serd |J A;. Si

=1

0o c
algiin A es de primera categoria en X, entonces <U An> C AS y por lo tanto
n=1

(U An> es de primera categoria en X, lo cual implica que |J A, € S.
n=1

n=1

5. El dlgebra R en el ejemplo 5 de 1.2.13, es una o-dlgebra.

6. Si X es un espacio topoldgico discreto, entonces L, la coleccion de todos los con-

jquntos abiertos en X, es una o-dlgebra.

Proposicién 1.4.3. Si S es un o-anillo de conjuntos en X, entonces para {E;} C S,

se tiene que ﬂEZ eSs.
1
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oo
Demostracion. Si E = |J E;, entonces E € S. Ahora,
i=1

flei: (QEE)COE:E\GEZ?:E\ <Eﬂ <GE§>) =FE\ (G(EﬂEf))

=1 =1 =1

=FE\ (G(E\EQ) €S.

i=1

Definicién 1.4.4.
1. Si EC X, la funcion xg : X — {0,1} dada por

1, size E;

xe(e) = { 0, sizdE.

es llamada la funcién caracteristica de E.

2. Si{E,},~, esuna sucesion de conjuntos en X. Se definen y denotan, los siguien-

tes conjuntos:
a) El limite superior de {E,}~
limE, = {r € X :limxg, (z) = 1}.

También suele usarse la notacion limsup E,,.
n

b) El limite inferior de {E,} ~,
lim £, = {z € X :lim g, () = 1}.
También suele usarse la notacion liminf F,,.

¢) Cuando lim E,, = lim E,,, este valor comin se llama el limite de {E£,}°7 | y

se denota por lim E,,.

Proposicion 1.4.5. Si {E,} 7, es una sucesion de conjuntos en X, entonces

lim B, = {x € X : x pertenece a un nimero infinito de{E,}>"}
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lim £, = {x € X : x pertenece a todo E,, excepto un nimero finito de n’s}

L

n=1r=n

En consecuencia, si E, 1 (respectivamente, E, |) entonces

lim E, =lim E, = |J E, (respectivamente, () E,).

n=1 n=1

Demostracion. Sea F' = {x € X : x pertenece a un ntimero infinito de {E,} ~}.
Sea z € F'y supongase que z € E,,, i =1,2,....

Entonces xg, () = 1 para todo i € N, y por lo tanto, Zlgglo XE,, (7) = 1.

En consecuencia, @XE” (x) =1, lo que implica que z € @En y asi, ' C @En

Reciprocamente, si © € E*, entonces existe una subsucesion {n;};~, de N tal que

lim xg, (x) = 1. Puesto que xg, (z) es 0 o 1, es obvio que = € E,, para todo i € N,
1—+00 v v )

excepto un namero finito de los ¢’s. Por lo tanto, z € F' y asi, lim E,, C F.
n
Luego, F' = lim E,,.
n

Ahora, si = € lim E,, entonces por la primera parte existe una subsucesion {n;}.-, de

n
N tal que = € £, para todo 7 € N. Dado n € N, existe un n; con n < n; y por lo tanto,
o
x € |J FE,. Esto es cierto para todo n € N y asi,

r=n
o o
mE, c (| |JE
n

n=1r=n

oo [e.e]

Reciprocamente, si z € (| |J F, entonces,
n=1r=n

para n = 1, existe ny > 1 tal que x € E,,_1;
para n =ng + 1, existe ng > n; tal que v € E,,,,

Continuando asi, inductivamente, tenemos la existencia de una subsucesion {n},-, de
N tal que x € E,, para k = 1,2,... y luego, por la primera parte, x € lim E,,. Esto
n

prueba que
o0 o0

ﬂ UE cimE,.

n=1r=n
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En conclusion

@Enz ﬁ DE

n=1r=n
Ahora, sea G = {zx € X : x € E, Vn € N, salvo un namero finito de los n's}.

Sea x € (G. Entonces existe ng € N tal que para todo n > ng, x € E,,, y en consecuencia,

lim g, () = 1. Es decir, z € lim E,, y asi, G C lim F,,.

n
Reciprocamente, si x € lim F,, entonces lim xg_ (z) = 1, lo cual implica que existe un

n n
namero ng € N tal que para todo n > ng, xg,(z) > 0y asi, x € E,, para todo n > ny.
Estoes,z € Gy asilimF, C G.
n

Por lo tanto, G = lim F,,.

Sea x € lim F,,. Entonces x € G y asi existe un niumero ng € N tal que x € F,, para
n

todo n > ng. Es decir, x € (] E, C (| U Ek. Esto es,

n=ng n=1k=n

e A5

n=1k=n

o o0

Reciprocamente, si x € (] |J Ej, entonces, para algin ng, x € Ej para todo k > ng
n=1k=n

y asi, v € G = lim FE,,. Esto es,

n

oo o0

N E climE,.

n=1k=n
En conclusion,
oo [o.¢]
lim E, = (] | B
n

n=1k=n

Por tltimo, supéngase que E,, 1. Por la parte anterior, lim E, = (| | Ej.

n=1k=n

] 00 - o0
Como E, 1, U Ex = U Ex para todo ny asi, imE, = |J E,.

k=n k=1 n n=1

0o o0 00 -
Ademsés, limFE, = (| U Ex= U E, =1limE,.
n n=1k=n n=1 n

Cuando {En}ff:l es no creciente, la demostracion es similar. OJ

Para una sucesion {E,} , arbitraria de conjuntos no necesariamente lim FE,, existe,
n
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como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.4.6. Sean E,, = A, Es, 1 = B, n € N, A # B. Entonces
@ERZAUB y limE, =ANB.

Por lo tanto, 11’7rln E,, no necesariamente tiene porque existir.

Nota 1.4.7. lim E,, y lim E,, no varian si omitimos un nimero finito de miembros de
{En}oy

Proposicion 1.4.8. Sea {E,} > C S, donde S es un o—anillo de conjuntos en X.

Entonces lim E,, y lim E,, estdn en S. Si u es una medida en S, se tiene:
n n

1. p (h_mEn) < lim p(E,).

n

2. 1 <mEn> > lim u(E,), cuando p ( U Ek) < 00 para algin n.
n n k=n

Demostracion.

1. Sea F,, = |J Ex,n€N.

k=n

Entonces im F,, = |J F,, F,, Ty F, € S. Por el lema 1.2.19, se tiene que
n n=1

I <h_m En> = lim p(F,) = lim pu(F,) < lim p(Ey).

2. Sea G, = |J Ey,n € N.
k=n

Entonces lim £, = () G, Gy, | v G, € S. Por hipotesis, u(G,,) < oo para algtin
n n=1
m. Luego, por el Lema 1.2.20, tenemos que

Il (@ En) = lim (Gy) = lim p(Gy) > lim p( ).

n

O

Contra-Ejemplo 1.4.9. El contra-ejemplo 1.2.22 sirve para mostrar que la hipdtesis

! ( U Ek) < 00 para algin n, no se puede omitir en 2 de la Proposicion 1.4.8.
k=n

El teorema siguiente muestra que una medida finita, definida en un o-anillo, es siempre

acotada. Esto no es cierto para los anillos, como veremos en el contra-ejemplo 1.4.12.
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Teorema 1.4.10. Sea p: S — [0, 00) una medida (finita) en un o-anillo S de conjun-

tos en X. Entonces sup u(E) < co. Es decir, u es acotada en S.
EeS

Demostracion. Sea sup u(E) = a (« puede ser 00).
EeS

Entonces existe una sucesion {E,} >, C S tal que o = lim p(E,,).
n

Sea Fy = |J E,.
n=1

Como S es un o—anillo, Ey € S'y u(Ey) > u(E,) por ser p mondtona (ver 1.2.16). Por
lo tanto, u(Ey) > a.

Como Ey € S, entonces u(Fy) < «, y asi u(FEy) = a. Pero, por hipotesis, p es finita, y

por tanto, « es finito. O

Nota 1.4.11. A la luz de la nota 1.2.17, el teorema anterior es evidentemente cierto

sip: S —[0,00) es sdlo finitamente aditiva (finita) y S es un o—anillo.

Contra-Ejemplo 1.4.12. Sea R el anillo de todos los subconjuntos finitos de N. Si

p: R —[0,00) es la medida de conteo restringida a R, entonces pu es una medida finita
en R ysup u(E) >sup{p(F): E={1,2,...,n}} = occ.
EeR n

Dada una familia de medidas (t4) ., en un anillo de conjuntos R, bajo ciertas condicio-
nes, podemos generar una nueva medida. Para ver esto, damos las siguientes definiciones

y un lema.

Definiciéon 1.4.13. Sean D un conjunto no vacio y > una relacion en D tal que > es

refleciva y transitiva.

1. Decimos que (D, >)es un conjunto dirigido si ademds se cumple que, dados a,b

en D, existe un elemento c € D tal que c > a y c > b.

2. Seat : (D,>) — X una funcion dada por t(a) = t, € X para todo a € D,
donde (D, >) es un conjunto dirigido. Entonces (ta)ac(p,>) se llama una red en

X dirigida por (D, >). A (ta)ac(n,>) también denotamos por (ta)acp-

Se llama una red no decreciente (respectivamente, no creciente) si t, > tg (res-

pectivamente, tg > t,) siempre que o > [ en (D, >).

Si (ta)ac(p,>) s una red no decreciente (respectivamente, no creciente) de nimeros

reales extendidos no negativos, entonces ¢t = supt, € [0,00] (respectivamente, ¢ =
aeD

in]g to € [0,00]). En tal caso, escribimos t, T ¢ (respectivamente, t, | t).

ac

Ejemplo 1.4.14.
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1. (x,),2, C [—00,00] es una red dirigida por (N, <), donde < es el orden natural
de N.

2. Sea S un espacio topoldgico compacto y de Hausdorff. Sea C"(S) la coleccion de

todas las funciones reales y continuas en S.
En C7(S) introducimos la relacidn > dada por:
f>gsi f(x) > g(x) para todo x € S, f,g € C"(s).
Dadas fi, fo en C"(S) la funcidn g(x) = max{fi(x), fo(x)} estd en C"(S). En

efecto, dados € > 0 y xy € S, existen vecindades Vy y V, de xg tales que

fz(‘/;) C (fz<.%'0> — &, fz(.’L’(J) + 8), 1, = 1,2

Si V. =ViNV,, entonces V' es una vecindad de xo y g(x) € (g(xo) — €, g(x) +€)
para todo x € V. Asi, g es continua en xo. Como xy es arbitrario en S, se tiene

que g € C"(s).
Fvidentemente, g > f1 y g > fo. Por lo tanto, (C™(S), >) es un conjunto dirigido.

Sea xg fijo en S. Entonces, (tf)secr(s),>) €s una red real no decreciente, donde
tr = f(wo).

3. Sea xy fijo en S, donde S es como en 2. Sea f > g si f(xg) > g(xo) para
frg € C(s). (C™(S),>) es un conjunto dirigido.

Lema 1.4.15. Sit, Tty saTs, donde (to) y (sa) son redes no decrecientes en [0, o],
dirigidas por el mismo conjunto dirigido (D, <), entonces (to + sa) T (t + ).
Demostracion. Si o > B, to + 5o > tg + 53 y asi, (ta + Sa)ac(p,>) € una red no

decreciente en [0, 00).

Ademas, t, + s, < t+ s para todo « y por lo tanto, si u = sup(t, + Sa), tenemos que
(0%

u<t-+s.
Sean o, € D. Sir > «, r > 3, entonces tg + sg < t, + s, < u.
Si sg = oo para algin 8 € D, entonces u = oo y asi, u =t + s = 00.

Si s < oo para todo 8 € D, tenemos que t, < u— g, para todo a € D, lo cual implica

que t <u—3530t+ sz <u Como § es arbitrario en D, concluimos que t + s < u.

Esto demuestra que u = s +t. O

Teorema 1.4.16. Sea (fia)ac(p,>) una red no decreciente de medidas en un anillo R

de conjuntos en X (esto es, a > [ implica que puo(E) > ug(E) para todo E € R).
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La funcion de conjuntos p, definida en R por

u(E) = sup po(E), E€R,

ae(D,2)

es una medida en R. (Notacion: p = sup p,).

Luego, u(E) = lim pu,(E) en el sentido de que, dado ¢ < pu(FE), existe ag € (D, >) tal
que o (E) > ¢ para o > «p.

Demostracion. Es evidente que u(0) = 0.

Si E,F € Rcon ENF = (), entonces, por el Lema 1.4.15, tenemos que
p(EUF) =sup pa(E U F) = sup{pa(E) + pa(F)} = sup pa(E) 4 sup pa(F)
= W(E) + p(F).

Haciendo induccion finita, se sigue que u es finitamente aditiva en R.

o0

Si {E;};>, CRcon E = JE; € R,y E; T entonces como x es mono6tona, obtenemos
i=1
que
lim p(E,) = lim sup po(E,) = supsup pa(E,) = supsup pq(E,) = sup pa(E)
n noo n  a a n a
= pu(E).
Ahora, por el Teorema 1.2.21, concluimos que p es una medida en R. O

En el Teorema 1.4.16 no podemos eliminar la hipétesis de que {jiq }ac(p,>) €s no de-

creciente como veremos en el siguiente Contra-Ejemplo.

Contra-Ejemplo 1.4.17. Sea S = P(N).

oS 1
Tomemos {\,},—, en (0,1) tal que > A, < oo (por ejemplo, podemos tomar \, = —
n=1

n2’
neN).

Para cada p € N, sea

\0) — Any, 811 <n<p;
" 1, sin>p.

Definamos p, : S — [0, 00] por

0,  siE=0;
E) =Y S G EeSE+0
nekl

Entonces las siguientes afirmaciones son ciertas:
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1. pp, es una medida en S.

2. Sipu:S —1[0,00] se da por

0, siFE=0;
p(E) =< 2N, siE es finitoy E#0;
i€

oo st B es infinito.

entonces | es finitamente aditiva, pero no es numerablemente aditiva.

3. i (E) > po(E) > -+ > u(E) y lim p,(E) = u(E) para todo E € S, pero p no es

una medida en S.
Discusion.

1. Sea {E;};°, C Scon E;NE; = parai#j.Si E = J E; entonces E € S.
=1

(2

Si E = (0, nada hay que probar.

Sea E # (). Como los {E;};°, son mutuamente disjuntos, evidentemente,

Np(E) = ZAv(lp) = Z Z )\7(’Lp) = ZUP(EZ‘>-
neE i=1 nek; i=1

2. Ver el Contra-Ejemplo 1.2.23.

3. Si E es infinito, es obvio que u,(E) = oo para todo p € Ny asi, p,(E) = p(E) =

Q.

Ahora, sea E finito. Supéngase que E = {ny,...,ni} con n; < ng < ... < ng.

Entonces, si n > ny,
n(B) = A 4 A = 4,

Por lo tanto, p,, (E) = pin,+1(E) = -+ = tn,+-(E) = .... Por la definicién de
[y, se ve que py(E) > -+ >y, (E). Asi, p,(E) | para todo E € S.

k
Por 1ltimo, u(E) = > A\ = > An, = pin(£) para todo n > n; y en consecuencia,
i€E j=i
p(E) =limu,(E), E € S.
Nota 1.4.18. Si {p,},—, es una sucesion de medidas finitas en un o-anillo S y
lim p1,,(E) = p(E) € [0,00) para todo E € S, entonces j1 es una medida en S. Es-

te es el Teorema de Nikodym.

Notese que en el contra-ejemplo 1.4.17, las medidas i, no son finitas y asi, no cumplen



85 T.V. PANCHAPAGESAN, C. COVA, Z. SIVOLI

la hipdtesis de dicho teorema.

Ahora introducimos el concepto de clases mono6tonas y demostramos que una clase
monoétona, si es ademas un anillo, es necesariamente un o-anillo. Otros resultados

sobre estas clases seran discutidos en la seccién 5.

Definiciéon 1.4.19. Una coleccion no vacia M de conjuntos en X se llamard una clase

monoétona, si cumple las siguientes condiciones:

1. Dada una sucesion {E,},-, no decreciente de miembros de M, entonces

G E,=lmE, € M.
=1

2. Dada una sucesion {E,}, .| no creciente de miembros de M, entonces

ﬁ E,=lmE, € M.
=1

Las condiciones 1 y 2 se pueden resumir en el siguiente enunciado: Para cada sucesion
monotona {E,} 7, € M se tiene que hmE € M.

Ejemplo 1.4.20.

1. Un o-anillo de conjuntos en X es una clase mondtona, ya que S es cerrado por
union e interseccion numerables de sus miembros, por la definicion 1.4.1 y por

la proposicion 1.4.3,respectivamente.

2. Sea X un conjunto no vacio. Sea M = {E;};°, C P(X), donde Ey C Ey C --- C

E,. Entonces M es una clase mondtona; pero en general, no es un anillo.

3. Sean py y po dos medidas finitas en un o-anillo S. Entonces
M={E€S: () < ms(E)}

es una clase mondtona, ya que O € M y p; (hmE ) = lim wi(Ey), i =1,2; para

sucesiones mondtonas {E,} >~ en M, por los lemas 1.2. 19 y 1.2.20.

Teorema 1.4.21. Un o-anillo es una clase mondtona. Si una clase mondtona M es

un anillo, entonces M es un o-anillo.

Demostracion. La primera afirmacion se sigue de 1 en el ejemplo 1.4.20.

Supoéngase ahora que M es un anillo que a la vez es una clase mondétona.
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Si {E;};°, C M, entonces F,, = UE;, € My F, T U E,. Como M es una clase
] n=1

=1
oo
mondétona, entonces | J E, € M. Por lo tanto, M es un c-anillo. ]
n=1
Ahora extendemos la definicion 1.2.5 para los o-anillos, algebras, o-dlgebras y clases

mono6tonas.

Definicién 1.4.22. El o-anillo generado (respectivamente, la o-dlgebra, el dlgebra, la
clase mondtona generada) por una clase no vacia C de conjuntos en X es el o-anillo
(respectivamente, la o-dlgebra, el dlgebra, la clase mondtona) de conjuntos en X mds

pequeno(a) que contiene a C.

Proposicion 1.4.23. Sea F una familia no vacia de o-anillos (respectivamente o-

dlgebras, dlgebras, clases mondtonas) de conjuntos en X. Entonces

S = ﬂE:{E:EEE, para todo E € F}
EeF

es un o-anillo (respectivamente, una o—dlgebra, un dlgebra, una clase mondtona), si

S es no vacia.
Demostracion. La facil verificacion se deja al lector. O

Como P(X) es una o—algebra en X, evidentemente P(X), a la vez, es un o-anillo
(respectivamente, un algebra, una clase monétona). Por lo tanto, dada una clase no
vacia C' de conjuntos en X, entonces la familia F de todos los o-anillos (respectiva-
mente, todas las o-algebras, todas las algebras, todas las clases monotonas) en X que

contienen a C' es no vacia y luego por 1.4.23, (| FE es el o-anillo (respectivamente, la
EeF

o-algebra, la algebra, la clase mondtona) generado(a) por C.

Notacion: Sea C' una clase no vacia de conjuntos en X. El g-anillo (respectivamente,

la o-dlgebra, el algebra, la clase mondtona) generado(a) por C' en X se denota por

S(C) (respectivamente, A,(C), A(C), M(C)).

1.5. Anillos, o-Anillos y Clases Mon6tonas Generados

En esta seccion explicamos la construccion del anillo R(C) y del g-anillo S(C) ge-
nerados por una clase no vacia C' de conjuntos en X. Para la construccion de S(C)
utilizamos algunas propiedades de los ntimeros ordinales y algunos argumentos de in-
duccidén transfinita. En varias situaciones en el desarrollo del texto aplicamos el axioma
de elecciéon o uno de sus equivalentes, como el Lema de Zorn. Por tales razones, en la

primera parte de la presente seccién hacemos un estudio detallado sobre:
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1. La equivalencia entre el Axioma de Eleccion, el Lema de Tukey, El principio

maximal de Hausdorff, el Lema de Zorn y el Teorema de buen ordenamiento.
2. Nameros ordinales.
3. Teoremas de induccion transfinita y de recursion transfinita.

También presentamos un teorema de gran utilidad que relaciona el g-anillo y la clase
monoétona generados por un anillo de conjuntos en X, el cual aplicamos para estudiar

la unicidad de medidas en espacios topoldgicos bajo ciertas condiciones.
Definiciéon 1.5.1. Sea P un conjunto.
Una relacion “<” definida en P se llama un orden parcial en P si

1. Es reflexiva.

2. Fs anti-simétrica (es decir, x <y ey < x implican que x = y).

3. Es transitiva.

Si “<” es un orden parcial en P, entonces (P, <) se llama un conjunto parcialmente

ordenado.
Si el orden parcial “<” también verifica que, dados x,y € P, entonces
x<y ¢ y<uz (tricotomia),

“<” se llama un orden lineal total o complejo en P y en este caso (P, <) se llama un

conjunto linealmente, totalmente o completamente ordenado.
Definicién 1.5.2. Si A C P, (P, <) parcialmente ordenado.
u € P se llama una cota superior de A si x < u para todo x € A.
Un elemento m € P se llama maximal en P si
m<xyx € P implican que v = m.
Asimismo, se definen una cota inferior de A y un elemento minimal de P.
Un subconjunto C' de P se llama una cadena en P si C' es linealmente ordenado en <.
Ejemplo 1.5.3.
1. En P(X), la relacion < dada por: A < B si A C B, es un orden parcial.

Sea {x;};2, C X. Entonces C = {{z1},{z1,22},... . {x1,29,...,2,},...} es una
cadena en (P(X), <).

2. Sea F ={f:X — R: f una funcion}. Decimos que f < g en F si f(z) < g(x)

para todo x € X. Entonces (F, <) es un conjunto parcialmente ordenado.
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(NOTA: En el Ejemplo 3 de 1.4.14, (C"(s),<) no es parcialmente ordenado).

3. Sea F' = {{1},{2},{1, 2},{1,3}.{2,3,4},{1,2,3}}. Ordenamos F por inclusion
de congjuntos como en 1. {1}, {2} son elementos minimales y {2, 3,4},{1,2,3} son
elementos mazimales en {F, C}. Por lo tanto, elementos mazimales y minimales,

en general, no son Unicos.

Definicion 1.5.4. Sea F una familia de conjuntos en X. F se llama una familia de

caracter finito si para cada A C X, tenemos que A € F si y solo si cada subconjunto

finito de A estd en F.

Lema 1.5.5. Sea F una familia de conjuntos en X, de cardcter finito. Si C' (# ()
es una cadena en F con respecto a la relacion de inclusion de conjuntos, entonces

U CeF.
ceC

Demostracion. Sea F' = |J C. Por la hipotesis sobre F, basta probar que cada sub-
cec

conjunto finito de F' esta en F.

Sea A = {xi,...,z,} C F. Entonces existen C; € C tales que z; € C;, i = 1,2,...,n.

Como C' es una cadena, uno de los C; contiene a los demas. Sin perder la generalidad,

si suponemos que C; C C,,, i = 1,2,...,n, entonces A C C,, € C. Como A es finito y

F es de caracter finito, A esta en F. n

Teorema 1.5.6. Los siguientes axiomas de la teoria de conjuntos son equivalentes

entre 8i:

1. a) El Axioma de eleccidon. Sea (Ay)aer una coleccion no vacia de subcon-

Juntos no wvacios de X, disjuntos dos a dos. Entonces existe una funcion

f:I— U A, tal que para cada o € I, f(a) € A,.
a€cl

La funcion [ se llama una funcion de eleccion para la familia (Ay)aer-

b) Version alternativa del axioma de eleccidn. Sea (X, )acr una familia
de conjuntos no vacios. El producto cartesiano de (X, )aer €s la coleccion
de todas las funciones x con dominio I tal que z, = x(a) € X, para todo
aecl.

El producto cartesiano de (X,)aer se denota por [[ Xo. Para v € ] Xa,

acl acl
x(a) = x4 se llama la a-ésima coordenada de x.

La version alternativa del axioma de elecciéon dice que el producto cartesiano
de una familia no vacia de conjuntos no vacios es un conjunto no vacio. Es
decir, si I # 0 y si cada X, # 0, entonces [[ Xo # 0.

acl
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. Lema de Tukey. Sea F' una familia no vacia de conjuntos en X, parcialmente

ordenada por la relacion de inclusion de conjuntos. Si F' es de cardcter finito,

entonces I tiene un miembro mazimal.

. Principio maximal de Hausdorff. Todo conjunto no vacio parcialmente orde-

nado contiene a una cadena mazximal.

. Lema de Zorn. Eziste un elemento maximal en cada conjunto P no wvacio y

parcialmente ordenado, en el cual cada cadena tiene una cota superior en P.

. Teorema del buen ordenamiento. Cada conjunto P no vacio admite un buen

orden “<” en el sentido de que “<” es un orden lineal en P tal que cada A C P,

A #0, contiene un elemento a de tal modo que a < x para todo x € A.

Cuando “<” es un buen orden en P, decimos que P estd bien ordenado por “<”
7 b

6 que (P, <) esta bien ordenado.

Demostracion.

1. a) = 1. b): Sea (X,)aes una familia no vacia de conjuntos no vacios.

Para cada o € I, sean A, = X, x {a} y X = (U Xa> x 1.

acl
Entonces (Aa)acr €s, evidentemente, una coleccion no vacia de subconjuntos no
vacios y mutuamente disjuntos de X. Por 1. a), existe una funcion de eleccion

f:I— | A, tal que f(a) = (24, o) € A, para cada a € I, donde z, € X,,.
acl

Si definimos ¢(a) = x, para todo o € I, entonces ¢ € [[ Xa, lo cual demuestra

acl
1.b).

1. b) = 1. a): En efecto, tomese z € [[ X, , donde (A, )aes s una familia no vacia

acl
de conjuntos no vacios y mutuamente disjuntos.

1. b) = 2.: En efecto, supongamos lo contrario. Esto es, existe una familia no vacia

F de conjuntos con caracter finito, sin ningtin miembro maximal (por la relacion

de inclusion de conjuntos).
Para cada F € F,sea Ap ={EF € F:F C E}.
Por hipotesis, Ap # (), para todo F' € F.

Por 1. b) existe una funcion f en F' tal que para cada F' € F', f(F) € Ap. Por lo
tanto, F' C f(F) € F, para cada F € F.

Una sub-familia I C F se llama f-inductiva o inductiva con respecto a la funcion

f sobre I, si se cumplen las siguientes propiedades:
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(afi) 0 el
(b.fi) A € I implica que f(A) € I.

(c.fi) SiC es una cadena contenida en I, entonces |J C € I.
cec

Afirmamos que F es f-inductiva. En efecto, como ) es finito, F es de caracter

finito y F es no vacio, se tiene que () € F.

Para todo F' € F, f(F) € Ar y por lo tanto f(F) € F.
Por el Lema 1.5.5, F cumple la propiedad (c.fi).

Asi, F es f—inductiva.

Sea
Iy={){I:Ies f-inductiva}.

Como F es f-inductiva, Iy esta bien definida.

Las propiedades (a.fi) y (b.fi) de la definicion de familia f—inductiva se verifican

facilmente para I,.

Ahora, si C una cadena en Iy. Entonces C C I, para toda I f-inductiva y por lo

tanto, |J C pertenece a toda I f-inductiva, lo cual implica que |J C € I,.
cec cec

Asi, Iy es f—inductiva.

Evidentemente, I es la familia f-inductiva mas pequena contenida en F. Luego,

cualquier familia f-inductiva J mas pequena que Iy, coincide con Ij.

Sea
H={Aecly:Belyy BC Aimplican que f(B) C A}.

Como @ no contiene a ningin sub-conjunto propio, se tiene que () € H y asi,

H #10.
Afirmacién 1: Si A€ H ysi C € Iy, entonces C C A6 f(A) C C.

En efecto, sea
Ga={Cely:CCAo f(A) CC}.

Basta probar que G4 = Ij.

Como I es la familia f-inductiva mas pequena, es suficiente probar que G 4

es f-inductiva.
Se ve que () € G 4.

Si C' € Gy, entonces C C Ao C=A406 f(A) CC.
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SiC'C A, como A € H, se tiene que f(C) C A. Por (b.fi) de la definicion
de familias f-inductivas, f(C) € Iy. Luego, f(C) € G4.

Si C = A, entonces f(C) D f(A) y asi, f(C) € G4.
Si f(A) C C, entonces f(A) C f(C), pues C C f(C) y asi, f(C) € G4. Esto

es, G4 cumple la propiedad (b.fi) de la definicién de familias f-inductivas.

Por 1ltimo, sea C una cadena en G 4.
Sicada C' € C es tal que C' C A, entonces |J C D Ayasi, |J C € Ga.
cec cec

Si existe algun Cy € C tal que f(A) C Cp, entonces f(A) C |J C y por lo

cec
tanto, |J C € Ga.
cec

Asi, G4 es f-inductiva y en consecuencia, G4 = Iy, lo que demuestra la

afirmaciéon 1.

Afirmacion 2: H = I.

En efecto, basta probar que H es f-inductiva.
Como vimos anteriormente, H # () y () € H.
Sea A € H. Veamos que f(A) € H.

Supéngase que existe B € Iy tal que B C f(A). Ya que B € [y = Gy,
tenemos que B C A 6 f(A) C B. Como B C f(A), la tnica posibilidad es
la de que B C A.

Si B C A, por la definicion de H, tenemos que f(B) C Ay asi,
f(B)c AC f(A).

Si B=A, f(B) C f(A). Por lo tanto, f(A) € H.

Sean C una cadenaen Hy E € [y talque £ C |J C.
cec
Ya que E € Iy = G¢ para todo C' € C, tenemos que EF C C para algin

CoeCo f(C) C FE para todo C € C.

En la segunda alternativa, tendremos que

EclJcc|fro):cectcE,

ceC

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, existe algin Cy € C tal que
E c C.
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Si E C Cy, entonces f(E) C Cy C | C, pues Cy € H.
cec

Si E=Cp,comoCope Hy |J C € Iy = Gg,, tenemos que
cec

fE)C f(Gh)c UC o U CCC.

ceC ceC

La tltima relacion es posible si, y solo si, |J C = Cj. En consecuencia,

ceC
U CeH.
ceC

Por lo tanto, H es f-inductiva y luego, H = I.
Afirmacién 3: I, es una cadena.

En efecto, sean A, B € Iy. Por las afirmaciones 1y 2, [y = H = G 4. Por lo
tanto, podemos considerar que A € H y B € G 4.

Entonces B C A6 f(A) C B.

Pero A C f(A) y por lo tanto, en el segundo caso, tenemos que
AC f(A)CB

y asi, A C B.
Es decir, AC B 6 B C Ay asi, Iy es una cadena.

Sea M = U{F : F € Iy}. Como I, es f-inductiva y es una cadena (por la
afirmacion 3), se tiene que M € Iy y f(M) € Iy. Pero M C f(M) € Iy, lo cual es

una contradiccion. Por lo tanto, 1. b) = 2.
2. = 3.: Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado y no vacio.

Si
C = {F : F una cadena de miembros de P},

entonces C' es no vacia, ya que podemos tomar F como la cadena que consta de

un elemento de P.

C' es de caracter finito. En efecto, sean F € C', y G C F, G finito. Entonces, G

es una cadena en P y por lo tanto G € C.

Reciprocamente, si F es una colecciéon de miembros de P tal que cada subconjunto
finito de F es una cadena en P, entonces, F mismo es una cadena en P, ya que si
z,y € F,{z,y} es una cadena en Py asi, t <y 6y < z. Como C es de caricter
finito, por 2 existe un miembro M maximal en C, lo cual implica que M es una

cadena maximal en (P, <).
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3. = 4.: Sea (P,<) un conjunto parcialmente ordenado y no vacio. Supongase que

en P cada cadena tiene una cota superior (perteneciente a P).
Por 3, existe una cadena maximal M en P.

Sea m una cota superior de M. Entonces m es maximal en P, ya que en caso
contrario, existiria z € P tal que m < x 'y m # x. Obviamente M U {z} es una
cadena en P, que contiene a M estrictamente, y esto es una contradiccion con la

maximalidad de la cadena M.
Esta contradiccion establece que & implica 4.

4. = 5.: Sean X un conjunto no vacio y F la familia de todos los conjuntos bien
ordenados (W, <) con W C X.

Como {x} € F para todo z € X, F # ().
Introducimos un orden parcial < en F como sigue:

(Wi, <0) S (W, <) si Wy =Wa y <=5

o)

existe un elemento a € Wy tal que Wy, = {z € Wy : <y a,z # a} y de
manera que <, coincide con <; en Wj. En este caso, decimos que (W, <) es

una continuacion de (W, <q).
Evidentemente, < es un orden parcial en F.

Para aplicar el Lema de Zorn (4) a (F,<), consideremos una cadena C' =
{(W1, <;) }ier no vacia en (F, <) ysea W = [J W,.

el
Sea <=<;,en W;, 1€ 1.

Por la definicion de < en F y por la hipotesis de que C' es una cadena en F, se

tiene que < es un orden parcial bien definido en W.

Dados z,y € W, existe un ¢ € I tal que x,y € W;, y asi, v <; y 6 y <; x, lo cual

implica que x <y 6 y < x, respectivamente.
Por lo tanto, (W, <) es linealmente ordenado.
Ahora, probaremos que (W, <) esta bien ordenado.

Sea () # A C W. Entonces existe algtin ¢ € I tal que ANW # (. Puesto que
(W;, <;) esta bien ordenado, existe un elemento a € AN W, tal que a <; x para
todo z € ANW,.

Afirmacién: a < b para todo b € A.

En efecto, dado b € A, existe algin j € I tal que b € W;. Entonces,
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W, <w; o6 W; <W,.
SiW; <W; 6be W, se tiene que a <; b.

Si b ¢ W;, entonces, por la definicién de <, se tiene que z <; b para todo

x € W; y asi, en particular, a <; b.
En cualquier caso, a < b.

En consecuencia, dado A # (), A C W; existe un a € A tal que a < z para todo
x € A. Por lo tanto, (W, <) esta bien ordenado y asi, (W, <) € F.

Es obvio que (W, <) es una cota superior de C'.
Ahora, por /, existe un elemento maximal (W, <q) en F.
Si Wy = X, entonces (X, <) est& bien ordenado.
Si Wy # X. Sea z € X \ Wy. Definamos <’ en W U {2z} como sigue:
s Ve,yeWoiax<ysiz<gy vy y< zsiy<gux;
s < 2, Vo eW,.
v 2 <z
Entonces (W U {2z}, <’) esta bien ordenado y, por lo tanto, pertenece a F.

Pero (W, <o) < (WU {z}, <) vy (Wo, <o) # (Wy U {z}, <), lo cual contradice

la maximalidad de (Wy, <¢) en F. Esta contradiccion demuestra que Wy = X.
Por lo tanto, (X, <g) esta bien ordenado por el orden <j .

5. = 1. b): En efecto, sea (X,)aesr una familia no vacia de conjuntos no vacios. Sea

X = | X,. Por 4., existe un buen orden < en X.
acl

Para cada o € I, sea f(z) = x,, el elemento mas pequefio en X, respecto al

orden <. Esto es posible ya que (X, <) esta bien ordenado.

Entonces f es una funcion en [ tal que f(a) = 2, € X, para todo a € I y asi,
f €[] Xa. Es decir, 1. b) es cierto.

a€el

Esto completa la demostraciéon del teorema.

[]

Queremos hacer notar que el axioma de eleccién o uno de sus equivalentes sera usado

en diversas situaciones en el desarrollo de este libro.

Ahora, queremos ilustrar el concepto de buen orden y luego hacer un estudio detallado

sobre los nimeros ordinales y la recursion transfinita.
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N es un ejemplo de un conjunto bien ordenado en el orden natural.

Qf ={z:2>0,2 € Q} es linealmente ordenado con respecto al orden natural. Como
{z : x € Q", 2 > 0} no tiene el menor elemento en el orden natural, Q" no esta bien
ordenado en este orden. Pero, por el Teorema de buen ordenamiento (por supuesto, un

axioma), Q% se puede ordenar bien con respecto a algin orden lineal.

Definicién 1.5.7. Sean (A, <1), (B, <z2) dos conjuntos linealmente ordenados. Si existe

una funcion f: A — B tal que f es biyectiva y preserva el orden en el sentido de que
f(x) <o f(y) en B siempre que x <1y en A,

entonces decimos que (A, <1) y (B, <z2) son del mismo tipo de orden y lo escribimos en
stmbolos como (A, <1) = (B, <3). En tal caso, también decimos que (A, <1) y (B, <2)

son isomorfos de orden y que f es un isomorfismo de orden con dominio A y rango B.

Es inmediato que ~ es una relacién de equivalencia en una coleccién no vacia de

conjuntos linealmente ordenados (respectivamente, bien ordenados).

Definicion 1.5.8. Sean (A, <) un conjunto bien ordenado y F una coleccion de con-
juntos bien ordenados a la cual pertenece (A, <) como un miembro. Entonces la clase
de equivalencia en F determinada por =, que contiene (A, <), se llama el tipo de orden

A, y se denota por Ord A. Se dice que Ord A es un nimero ordinal.

El nimero ordinal Ord A esta bien definido, siendo independiente de la coleccion F' de

conjuntos bien ordenados, a la cual (A, <) pertenezca.

Ejemplo 1.5.9. Damos el orden natural a cada uno de los siguientes sub-conjuntos de
N:
0,{0},{0, 1},...,{0,1,2,...,n},...,N.

Entonces llamemos

Ord) =0,0rd{0} =1,0rd{0,1} =2,...,
Ord{0,1,2,...,n} =n+1,...,0rdN = w.

y definamos

Ord{1,2,...,.w}=w+1,0rd{1,2,...,0,w+ 1} =w+2,...,
Ord{1,2,...,w,w+1lw+2,...} =u? ...

Para un estudio de la aritmética de nimeros ordinales ver las paginas 81-85 de Halmos
[14].
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Definicién 1.5.10. Sea (A, <') un conjunto no vacio linealmente ordenado. Si x € A,
el subconjunto A, = {y € A:y <'x,y # x} se llama el segmento inicial determinado

por T.

Si vy B son dos nimeros ordinales y (A, <1), (B, <2) son conjuntos bien ordenados
con OrdA = o, Ord B = j3, entonces se dice que o < 3 si existe un b € B tal que
A= Bb.

Se escribe que o < B si a < 8, 0 a = [ (este es el caso en que A~ B).

Como “<” en la definicion 1.5.10 es independiente de los conjuntos (A, <1) y (B, <2)
empleados, “<” estd bien definida. Con el fin de demostrar que “<” es un orden lineal

en una colecciéon de nimeros ordinales damos el siguiente lema

Lema 1.5.11. Sean (A, <1) y (B, <2) conjuntos bien ordenados y no vacios.
1. Si f: A— A es inyectiva y preserva el orden, entonces v <y f(z), x € A.
2. (A, <1) no es isomorfo de orden con cualquier segmento inicial de A.
3. 81 (Az, <1) = (Ay, <1) para x,y € A, entonces © = y.

4. 81 (A, <q) = (B, <2), entonces existe un uinico isomorfismo de orden con dominio

A y rango B.

Demostracion.

1. En caso contrario, Ay = {x € A : f(z) <1 =, f(z) # x} # 0 y asi, existird en
A el menor elemento a de Ay para el cual f(a) <; a, f(a) # a. Esto es una

contradiccion.

2. Supondremos lo contrario. Entonces, existird algin = € A tal que (4,,<;) =~
(A,<1). Si f: A— A, es un isomorfismo de orden, por I tendremos que z <;

f(z) € A, lo cual es una contradiccion.

3. Si (4, <1) = (A4y, <1), ¢ # y, entonces, sin perder la generalidad, supondremos
que * <; y, * # y. Entonces A, es un segmento inicial de A,, y esto es una

contradicciéon con 2. Por lo tanto, z = y.

4. Sean f; : A — B, i = 1,2; isomorfismos de orden sobre B. Entonces g = f;' 6
fi1: A — A es un isomorfismo de orden y, luego, por I se tiene que = <; g(x), o

equivalentemente, fo(z) <o fi(x), z € A.

De manera similar, se tendra que fi(z) <o fo(x), z € A, y asi f1 = fo.
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Teorema 1.5.12 (Orden Lineal de Numeros Ordinales). Si a y 8 son dos ni-

meros ordinales, entonces
a<fB ¢ B<a ¢ a=p,
donde “<” es como se dio en la definicion 1.5.10. Asi, un conjunto de nimeros ordinales

es linealmente ordenado.

Demostracion. Sean (A, <), (B,<i) conjuntos bien ordenados, con OrdA = « 'y
Ord B = 6.

Si a < (3, por el lema 1.5.11.2. y por la definicién 1.5.10, se ve que a # 5. De manera

similar, si § < «a, entonces § # a.
Por el lema 1.5.11.2. también es cierto que 8 £ a, si a < 3.
Por lo tanto, a lo sumo una de las relaciones a < § 6 a = § 6 8 < a puede ser cierta.

Evidentemente, “<” es reflexiva (por el lema 1.5.11.2.), “<” es anti-simétrica; y por la
definicion 1.5.10, se ve que “<” es transitiva. Por lo tanto, “<” es un orden parcial en

un conjunto de nimeros ordinales.

Ahora, demostraremos que, dados dos numeros ordinales « y 3, entonces, por lo menos

una de las relaciones a < 6 o = 3 6 [ < « es cierta.

Sean (A, <)y (B, <’) conjuntos bien ordenados con Ord A = «a'y Ord B = p.
Si A=, B=10, entonces o = f3.

Si A=0y B #0, entonces o < f3.

Si A#(y B=10, entonces 5 < a.

SiA#£Qy B#0. Sea

F ={f: f es isomorfismo de orden con
dominio, un segmento inicial de A o A mismo;

y rango, un segmento inicial de B o B mismo},

donde f(0) = 0.

Si a y b son los menores elementos de A y B, respectivamente, entonces [ : A, = 0 —
By, = () es un miembro de F' y asi F # ().

En F introducimos el orden parcial < dado por:

f < g si el dominio Dy de f esta contenido en el dominio D, de ¢ y si f(z) = g(x)
para todo x € Dy.
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Ahora, por el Principio Maximal de Hausdorff (ver 1.5.6.3.) existe una cadena C' ma-
ximal en (F,<). Sean Dy, = |J Dy y h(z) = f(z) si x € Dy. Como C es una cadena,
fec

h esta bien definida.

Afirmamos que h € F. En efecto, si Dy = A para algin f, entonces es evidente que

Dy =Ayh=f¢€F. Porlo tanto, suponemos que Dy = A, para f € C.

Sif<g, [, g€C, entonces A,, C A, y asi, zy < x,. Ademas, es obvio que
D,={r€A:x <z x#x;paraalgan f € C}.

Si Dy, # A, sea z el menor elemento de A\ Dj,. Entonces, dado x € Dy, existe f € C
tal que z < xy, v # xy. Six € A,,, entonces xy < < x5, 9 # xy, lo cual implica que
zg € Dy N (A\ Dy) =0, lo cual es absurdo. Por lo tanto, D), C A,,.

Si Ay, \ Di, # 0, entonces existe el menor elemento m de A,, \ D), para el cual se tiene
que m < x, m # x. Esto es una contradiccion, pues xq es el menor elemento de A\ Dy,
que contiene a A, \ Dy. Por lo tanto, concluimos que D, = A,,, siempre que Dy, # A.
De manera similar, tendremos que el rango de h es un segmento inicial de B siempre

que el rango de h no sea igual a B.
Por lo tanto, h € F.

Afirmamos que el rango de h es B si D, = A,,. En efecto, supondremos lo contrario.

Entonces, el rango de h es un segmento inicial B, para algin y € B.

Definamos h' : A,, U{zo} — B como

B (x) = { h(x), siz € Ag;

v, si z = xp.

Sean A; = A,, U{zo} y By = B, U{y}.

Entonces By = B o B es el segmento inicial de B determinado por el menor elemento
de B\ B; (ver el argumento anterior para demostrar que Dy, = A,,, si D, # A). En
ambos casos, es obvio que b’ € F', h <K'y h # h'. En consecuencia, C; = C' U {h'} es
una cadena en I, que contiene a C' estrictamente, lo cual contradice la maximalidad

de la cadena C' en F'. Por lo tanto, el rango de h es B.

De manera similar, podemos demostrar que el dominio de h es A si el rango de h es

un segmento inicial de B. Asi, si D;, = A y el rango de h es B, entonces o = 3.
Si Dy, = A,,, entonces como vimos antes, 5 < a.

De manera similar, si D, = Ay a # 3, entonces o < 3.
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La ultima parte del Teorema es una consecuencia inmediata de la primera parte y del

hecho de que “<” es un orden parcial. Esto completa la demostracion. O

El proximo objetivo es el de demostrar la existencia del nimero ordinal €2 mas pequeno
tal que el segmento inicial P, determinado por €2 sea no numerable. Con tal fin damos

los siguientes lemas.

Lema 1.5.13. Sean o > 0 un numero ordinal y P,, el conjunto de todos los niimeros
ordinales B con 0 < 8 < . Entonces P, estd bien ordenado con respecto al orden “<”
de la definicion 1.5.10 y Ord P, = «. (Ndtese que este resultado es consistente con los

ejemplos 1.5.9).

Demostracion. Sean (A, <y) y (B,<)) conjuntos bien ordenados con OrdA = a'y
Ord B = (3, donde 8 € P,.

Como 8 < a, existe x5 € A tal que B~ A,,.

Por el Lema 1.5.11.5, el elemento x5 determinado por B es unico en A y asi, la funcién

f: P, — Adada por f(B) = x3, esta bien definida y es inyectiva.

Para ver que f es sobreyectiva, sea x € A. Entonces A, C Ay asi, OrdA, = 3 <
Ord A = a, lo cual implica que f(5) = z.

Por tltimo, f preserva el orden, pues si 81 < B2 < a, f(81) = x1y f(B2) = x2, entonces
Ord A,, = 1 < By = Ord A,,, lo cual implica que z1 < .

Como f es inyectiva, x1 # xo si 81 # (2. Asi, f es un isomorfismo de orden de P, sobre

A. Estoes, Ord P, =OrdA = a. O

Lema 1.5.14. Si X es un numero cardinal, entonces existe un nimero ordinal o con
|P,| = X, donde |A| denota al nimero cardinal de A. (Ndotese que si M es infinito, «

no es unico).

Demostracion. Si A es un conjunto con |A| = X, entonces, por 1.5.9.5, existe un buen
orden < en A. Sea Ord (A, <) = a.

Entonces, por el Lema 1.5.13, Ord P, = a 'y |P,| = |A| = X. O
El siguiente teorema sera bésico para la construccion de a-anillos y a-algebras genera-
dos y para la construccion de algunos contraejemplos.

Teorema 1.5.15 (El menor nimero ordinal €2 con P, no numerable). Existe el

menor numero ordinal ) tal que Py es no numerable.

Entonces:
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1. Py esta bien ordenado con respecto al orden “<” de la definicion 1.5.10.

2. Para todo a € Po, P, es a lo sumo numerable.

3. Si C C Py y|C| <Xy, entonces existe § € Py tal que o < 8 para todo o € C.
Demostracion. Por el lema 1.5.14 existe un ntmero ordinal v tal que |P,| = ¢, donde
IR| =c.

Si cada miembro o de P, tiene solamente un nimero a lo sumo numerable de prede-
cesores (i.e. |P,| <), pongamos €2 = . En caso contrario, existird un o € P, tal que
|P,| > Ng. Sea A ={a € P,|P,| > Ng}. Sea Q el menor elemento de A. Tal Q existe y
pertenece a A, pues A # () y (A, <) esta bien ordenado (ver 1.5.13).

1. Py esta bien ordenado en el orden “<” de 1.5.10 por el Lema 1.5.13.
2. Si a € Py, entonces a < 2. Por lo tanto, o ¢ A, lo cual implica que |P,| < .
3. Sea C' C Pqg. Si a € C, entonces a < Q y por 2., |P,| < Ny.

Si C' es a lo sumo numerable y si D = U{P, : a € C}, entonces por el teorema
0.3.8, |D| < N,.

Sea € Py \ D. Como P es no numerable y D es a lo sumo numerable, tal

existe.

Entonces, para todo o € C, se tiene que a < 3. En caso contrario, § < « para

algin a € C' y luego, B € Py C D, lo cual es una contradiccion.
Asi a < 3 para todo a € C.

Esto completa la demostracién del teorema. O

Definicién 1.5.16. El nimero cardinal de Pq serd denotado por Ny.

Hay otro axioma en la Teoria de Conjuntos, que es independiente del Axioma de Elec-
cion (ver P.J.Cohen, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 50, 143-148, 1963), conocido como

“la Hipotesis del Continuo”.
Axioma 1.5.17 (La Hipotesis del Continuo). ¥; = c.
En forma equivalente, para cada subconjunto infinito E de R, |E| =X, d |E| = c.

Ahora, damos el Teorema de induccion transfinita, que generaliza la version de induc-

cion finita dada en términos de segmentos iniciales de N.

Teorema 1.5.18 (Teorema de Induccién Transfinita). Sean (W, <) un conjunto
bien ordenado y S C W tal que a € S siempre que el segmento inicial W, C S.

Entonces S = W. (Ndtese que el menor elemento de W estd en S).
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Demostracion. En caso contrario, W\ S # () y como (W, <) esta bien ordenado, existe
a € W\ S tal que a es el menor elemento de W\ S.

Entonces, W, = {&x € W : < a,z # a} es disjunto con W\ S y asi, W, C S.
Pero, por hipétesis, esto implica que a € S, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
S=W. m

Sabemos que podemos definir una sucesion por una relacion recurrente. Esto es posible
debido al Teorema de Induccion Finita (en N). De manera similar, podemos definir
una funcién en un conjunto bien ordenado por recursion transfinita, de forma tnica,
gracias al Teorema de Induccién Transfinita. Antes de enunciar el Teorema de Recursion

Transfinita, necesitamos los conceptos que se dan en la siguiente definicion.

Definicién 1.5.19. Sean (W, <) un conjunto bien ordenado y X un conjunto no vacio.

Sea a € W.

Si existe una funcion g : W, — X, entonces {g(b) : b < a,b # a} o la misma funcion

g se llama una sucesion de tipo a en X.
Cuando a es el menor elemento de W, W, =0 y g(0) = 0.

Si f es una funcion con dominio la coleccion de todas las sucesiones de tipo a en X,

para todo a € W y con rango en X, entonces f se llama una funcion de sucesiones de
tipo W en X.

Teorema 1.5.20 (Teorema de Recursion Transfinita). Sean (W, <) un conjunto
bien ordenado y no vacio, y [ una funcion de sucesiones de tipo W en X (# 0). Enton-

ces existe una funcion F : W — X, en forma inica, tal que F(w) = f (F(u) : u € W,,).

Demostracion. Primero demostramos que I’ es tinica. Para esto, sea G : W — X otra
funcion tal que G(w) = f{G(u) : uw € W, } paratodow e W.Si H ={w e W : G(w) =
F(w)}, entonces el menor elemento a de W pertenece a H, pues G(0) = F(0) = 0.

Si W, C H para algin w € W, entonces para todo u € W,, tenemos que F'(u) = G(u),
luego F(w) = G(w). Asi, w € H y por lo tanto, mediante el Teorema de Induccion

Transfinita, concluimos que F' = G en W.
Para demostrar la existencia de F', damos el siguiente concepto:

Decimos que un subconjunto no vacio A de W x X es f-cerrado si (w, f(t)) € A
stempre que w € W y t sea una sucesion de tipo w contenida en A (en el sentido de

que (u,t(u)) € A para todo u € W,,).

Como W x X es f-cerrado, ' = {A: ACW x X, Aes f-cerrado} es no vacia y asi,
U = () A esta bien definida.

A€eF
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Afirmacion. U es f-cerrado.

En efecto, sean w € W y t una sucesion de tipo w en X con el par ordenado (u, t(u)) € U
para todo u € W,,. Entonces, como cada A en F'es f-cerrado, se tiene que (w, f(t)) € A
para todo A € F y asi, (w, f(t)) € U

Sea S = {w € W : existe a lo sumo un z € X tal que (w,x) € U}.
Como W, = 0, la sucesion t, de tipo a es (). Entonces, evidentemente el elemento a € S.

Sea W, C S para y € W\ {a}. Entonces, para cada u € WV, existe un elemento tnico
z, € X tal que (u,z) € U. Asi, la correspondencia ¢ : W, — X dada por t(u) = z, es

una sucesion de tipo y en X.

Si y & S, entonces existe algtn o’ # f(t) tal que (y,2') € U, pues U es f-cerrado, e
y & S. Entonces V = U\{(y,2’)} es f-cerrado. En efecto, sean z € W y ¢’ una sucesion
de tipo z incluida en V. Si z = y, es claro que (u,#(u)) € U para todo v € W,,. Como
W, C S se tiene que t = t' y luego, (z, f(t')) = (y, f(t)) € V. Si z # y, es evidente que
(z, f(t') € V. Asi, V es f-cerrado; lo cual contradice la Definicion de U. Por lo tanto,
yes.

Por el teorema de induccién transfinita se tiene que S = W. Es decir existe una funciéon
F : W — X tal que para cada a € W, F(a) = x donde z es el tnico elemento en X
tal que (a,z) € U.

Entonces, por la definicion de F, se cumple: F(a) = f(F(b) : bEW,), a € W.

Esto completa la demostracién del teorema. O

El teorema anterior permite definir una funcién F' en un conjunto bien ordenado W,
en forma tnica, si tenemos una funciéon de sucesiones de tipo W en X. En este caso,
decimos que I esta definida por f, mediante inducciéon transfinita. En la construccion
de c-anillos generados, definimos una funciéon en Py, por induccion transfinita. Antes

de iniciar este estudio, consideramos la construccion de anillos generados.

Teorema 1.5.21 (Construcciéon de Anillos Generados). Si C es una clase no
vacia de conjuntos en X, entonces R(C), el anillo generado por C, tiene la propiedad

de que cada miembro de R(C) estd contenido en una union finita de miembros de C';
R(C) = U Ch, donde Cy = CUC*, C,, = Cr_yn>1y E* esla coleccion de todas

las umones ﬁmtas de diferencias de miembros de la clase E de conjuntos.

Si C' es numerable, asi lo serd R(C).
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Demostracion. Si
R= {E:EC UJE.Eecii=12,... n,neN},
i=1
es obvio que R(C') es un anilloy R D C. Por lo tanto, R(C) C R.

Sea F una clase no vacia de conjuntos. E* denota a la coleccion de todas las uniones

finitas de diferencias de miembros de F.
Afirmacién 1. Si E es numerable y ) € E, entonces E* es numerable.
En efecto, sea £ = {E, Es, ... }.

Si FF={FE;\ E;:i,j € N}, entonces |[F| <Ny x Rg = N3 =Nj y como E C F, se
ve que |F| = Ry.
Si F, = { Gi:G,-G}—,izl,Q,...,n}, entonces, Ny < |F,| < RP = Ny, Es

=1
00

obvio que E* = |J F), y por lo tanto, |E*| = N2 = X,.
=1

n—

Sie L, seveque EC E*.
Sea Cy = C'U C*. Entonces () € C,.

Sea C,, = Cr_;, n € N. Entonces,

n

ccCycCicCc---CC,... (1.4)
CC Ejo C, C R(C), puesto que cada C,, C R(C) para todo n.
Afirmacion 2. R(C) = E_jo Ch.
Basta probar que fj C,, es un anillo.

n=0

Sean Ay Ben |J C,. Entonces, por ([1.4)), existe un n € N tal que Ay B € C,

n=0

y por lo tanto, A\ B € C,,;1 C |J Cp. Ademas,

m=0
AUB = (A\{0}) U (B\{0}) € Cops C | Cim-
m=0
Por lo tanto, la afirmacion 2 es cierta.

Cuando C es numerable, por la afirmacion 1, cada C' es numerable y asi, R(C) = |J C,
n=0

es numerable. Esto termina la prueba. O
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Corolario 1.5.22. Si C es una clase no vacia de conjuntos en X, el dlgebra A(C)

generada por C' en X se da por
A(C)={E:FE € R(C) o E° € R(C)}.
En consecuencia, si C' es numerable, asi lo serd A(C).

Demostracion. Sea A(C) ={FE:E € R(C)o E°€ R(C)}.
Como 0 € R(C), I° = X € A.

Sean F y Ey € A. Entonces

EyUE; € R(C) cuando E; y Ey € R(C);

(EYUEy) = ESNES = ES\ Ey € R(C) si B, By € R(C); asimismo, (E1UFE)¢ € R(C),
cuando Fy, ES € R(C);

Si ES, ES € R(C), entonces (Fy U Ey)¢ = Ef N ES € R(C).
Por lo tanto, en todos los casos, £; U Ey € A.

Por la definicién, A es cerrada bajo la operacién de complemento y, por lo tanto, A es

un algebra.
Como C' C A, se ve que A(C) C A.

Reciprocamente, si £ € A, entonces E o E° € R(C). Como R(C) C A(C), se deduce
que E'y E estan en el algebra A(C'). Esto es, A(C) = A.

La ultima parte es evidente, ya que R(C') es numerable cuando C' es numerable (ver el
Teorema 1.5.21) y Ry X Rg = Ng. a

Proposicion 1.5.23. Sea C una clase no vacia de conjuntos en X. St E € S(C), el
o-anillo generado por C, entonces existe una subclase Cy a lo sumo numerable, de C
tal que E € S(CY).

Demostracion. Sea Sy = |J{S(D): D C C, D a lo sumo numerable}.

Dada una sucesion {F;}.°, C So, sea F; € S(D;), D; C C, D; a lo sumo numerable,
1 €N,
Luego |J F; € S (U Di) C Sp puesto que |J D; es a lo sumo numerable.

~ = .

i=1 =1
Dados F'y G en Sy, F\ G € S(D;UD,), donde F' € S(Dy), G € S(D3), DyUD, C C,

D, y Ds a lo sumo numerables.

Por lo tanto, S es un o—anillo.
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Afirmamos que S(C) = Sp. En efecto, si £ € C, entonces £ € S({E}) C Sy. Por
lo tanto, C' y asi S(C'), estan contenidos en Sj. Reciprocamente, para cada D C C.
S(D) C S(C) yasi Sy =U{S(D): D C C,D alo sumo numerable} C S(C).

Ahora, si E € S(C), entonces E € Sy y asi, existe una subclase C1, a lo sumo numerable,
de C tal que E € S(C). O

Proposicion 1.5.24. Si E es una clase no vacia de conjuntos en X y A es un sub-

conjunto de X, entonces
SEYNA=SENA)=S{F:F=EnNAFEcE}).

Demostracion. Sea C' la clase de todos los conjuntos de la BU (C'\ A) donde B €
S(ENA)y C e SE).

Afirmamos que C' es un c-anillo. En efecto, si {B; U (C;\ A)};2, C C, donde B; €
S(ENA)y C; € S(E) parat=1,2,..., entonces

i m-ms ((06) ) ec

C8

, ya que UB € S(EnA),

=1 %
Sean F; = B;U(C;\A) € C,i=1,2.Yaque B C A, BFNA°= Ay BN A =B,
1 =1,2. Asi,

Ci e S(E).

1

F\F, = {BiU(CiNA9)}N{ByU(Cyn A)}¢
= (B1U(C1NA%))N(ByU (Cyn A9))
BiNBSNCSUBINBSNAUCINANBSNCSUCNANBSN A
BiNBSNCSU B NBSUC, NCS N AC
= BINBSU(C,NCS)NA°eC,

como BiNBy =B\ By e S(ENA)y C;\Cy € S(E). Por lo tanto, C' es un o-anillo.

Para todo E € E, se tiene que E = ENAUE\ Ay asi, E° € C. Por lo tanto, E C C
y, en consecuencia, S(E) C S(C) = C. Ademas,

SEYNACCNA = {BU(C\A)NA:BeSENA),CeSE)}
= {B:BcS(ENA)}
= S(ENA).

Pero S(E)N A es un c-anillo y asi S(ENA) C S(E)N A. En consecuencia, se tiene que
S(EYnA=S(ENA). O



Médidas 106

El siguiente teorema da la relacion entre la clase monotona y el o-anillo generado por
un anillo de conjuntos en X. Este resultado juega un papel importante en el estudio de
la unicidad de la extension de medidas o-finitas y en la demostraciéon de la existencia

de la medida producto.

Teorema 1.5.25 (La Clase Monétona generada por un Anillo). S7 R es un
anillo de conjuntos en X, entonces M(R) = S(R).

En consecuencia, si M es una clase mondtona que contiene a un anillo R, entonces M

contiene a S(R).

Demostracion. Para cada F C X, sea
B(F)={FCX:E\F,F\E,EFEUF C M(R)}.

Es obvio que F € B(F) siy solo si F' € B(E).
Afirmacion 1. R C B(F) para cada F' € R.

En efecto, si £/, F' € R. entonces por ser R un anillo,
{E\F,F\E,FUF} CRC M(R).

Asi, E' € B(F), lo cual implica que R C B(F).
Afirmacion 2. B(F) es una clase monotona si B(F') es no vacia.
En efecto, sea {E,} ~,, una sucesion monotona en B(F).

Entonces, evidentemente tenemos que si E, T,

(Ifmy, E,) \ F = (nf:jl En) \F = (B, \ F) € M(R),

n=1

P\ (Ifm, E,) = F\nf:j1 E,—=Fn @1 En> _ g(F \ E,) € M(R) y

(fmy, E,) U F = <f_j En) UF = U (E.UF) € M(R).

n=1

Si E, |, entonces tenemos que

(ifm, Eo) \ F = (ﬁ En) AFe = (\(E.\F) € M(R),

n=1 n=1

F\lfm, B, = F \ (ﬁlEn>C: Ejl(F\En) e M(R) y

(fmy Ey) U F = (Fj En> UF = () (E,UF) e M(R).

n=1
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Afirmacién 3 M (R) es un anillo.

En efecto, sean £ € M(R) y F' € R. Entonces, por la afirmacion 1, R C B(F)
y por la afirmacion 2, se tiene que M(R) C M(B(F)) = B(F) y, por lo tanto,
E € B(F), lo cual implica que F € B(E).

Como F' es arbitrario en R, se tiene que R C B(E) y por la afirmaciéon 2 se
deduce que M(R) C B(E).

Si E,F € M(R), entonces F € B(E) y luego, {E\F,F\E,EUF} C RC M(R),

lo cual implica que M (R) es un anillo.

Por la afirmacién 3 y por 1.4.21, M(R) es un o-anillo y asi, M (R) D S(R). Como S(R)
es una clase monotona, se tiene que S(R) D M(R). En consecuencia, se concluye que
M(R) = S(R).

Por dltimo, si M es una clase mono6tona, que contiene a un anillo R, entonces M D
M(R) = S(R).

Esto completa la demostracién del teorema. O

El siguiente teorema da la construccion del o-anillo generado por una clase no vacia de
conjuntos en X, donde usamos las propiedades del nimero ordinal ) y definimos una

funcion en P, por induccién transfinita.

Teorema 1.5.26 (El 0-Anillo Generado). Sea E una clase de conjuntos en X, que
contiene a (). Sea Eq = E. Para cada nimero ordinal o« >0 0 0 < a < Q, definimos,
por el teorema de recursion transfinita 1.5.20, E, = (JEs : 8 < )", donde C* es la
clase de todas las uniones numerables de diferencias de miembros de C y € es el menor

numero ordinal no numerable. Entonces tenemos:

1. Si0<a< f<Q, secumple EC E, C Eg CS(E).

2. S(E)=U{E,:a<Q}

3. SRy < |E| < ¢, entonces |S(E)| < c. En efecto, si |E| =R, R infinito, entonces

|S(E)| < WY,

Demostracion. Sea 0 < a < 8, E, = {UE, : r < a}* C {UE, : r < B}* = Ej.
Ademas, Ey = (Ey)* = E* D E, ya que () € E. Por lo tanto, E C E,, C Ej.
Supéngase que E, C S(FE) para todos los nimeros ordinales r < 3, donde 0 < 8 < Q.

Sir = 0, evidentemente, Ey C S(E). Entonces, {UE, : r < }* es la coleccion de todas
las uniones numerables de diferencias de miembros en {UFE, : r < 5} C S(E), por lo
que, {UE, :r < f}* = Eg C S(E).
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Sea A={a:0<a<Qtal que E, C S(E)}. Por lo que probamos arriba se ve que si
el segmento inicial de a (= P,) en (W, <) = ([0,9), <) estd contenido en A, entonces
a € A. Por lo tanto, por el Teorema de Induccion Transfinita 1.5.18, A = [0,). Esto
implica que E, C S(E) para todo a < (2. Asi,

1. Es cierta.

2. Sea S = U{E, : a < Q}. Por 1. se tiene que £ C S C S(F). Por lo tanto, basta

probar que S es un c-anillo.

Sean E,F € S. Entonces existen ntimeros ordinales ri,ry en [0,() tales que
EcE, yFeckE,

Al tomar C' = {ry, 7} en & del teorema 1.5.15, tenemos un nimero ordinal g < Q
tal que r; < 3,i=1,2.

Ademas, podemos escoger un nimero ordinal r tal que 5 < r < €. En efecto, si
suponemos lo contrario, entonces Py, = PsU {3} sera a lo sumo numerable por el
teorema 1.5.15.2, lo cual es una contradiccién con la primera parte del teorema
1.5.15.

Asi, i <rparai=1,2, porloque F\ F € (W{E,:a<r})*=E, CS.

Ahora, si {E;};°, C S, entonces existen ntmeros ordinales {r;};~, tales que
r; <Qy E; € E,, para todo i € N. Sea C' = {r;},°,. Entonces por 3 del Teorema
1.5.15 y por el argumento anterior, existe un nimero ordinal r < €2 tal que r; < r

para todo ¢ € N. Por lo tanto,

UEi €e(UH{E,:a<r})*=E.CS.

i=1

En consecuencia, S es cerrada por diferencias y por uniones numerables de sus

miembros y asi, S es un c-anillo, lo cual demuestra 2.

3. |Ey| = |E| = 8 > Ro. By = (Ep)*. Las diferencias de miembros de E forman
un conjunto cuyo ntimero cardinal es X? = R y las uniones numerables de estas

diferencias forman el conjunto E; con |E;| < X¥. Por lo tanto, |E| < X%,

Supongase que |E,| < XY para todos los niimeros ordinales « tales que 0 < o <
B < Q. Entonces

< WX = R¥ - (ver 0.3.8),

U £

a<f

ya que | P3| < Ry por el teorema 1.5.15.2.



109

T.V. PANCHAPAGESAN, C. COVA, Z. SIVOLI

Por un argumento similar al dado antes tenemos que

wo|(us)

Por lo tanto, |Eg| < V¥,

< {()*} =xv (ver 0.39).

Si S ={a:0<a<QE, <R%} entonces S C (W, <) = ([0,9), <) tiene la
propiedad de que siempre que P, C S entonces a € S y por lo tanto, por el

teorema de induccion transfinita 1.5.20, concluimos que S = [0,9) y asi,

|E,| < ¥ Va€0,9).

Ya que S(F) =U{E,: 0 < a<Q},
[S(B)] < RiX™,
donde Ny = |Py.

Puesto que Ry < N; < ¢y R > 2% — ¢ (ver 0.3.8), tenemos que N;.R¥ = R¥o
(ver 0.3.8), y por tanto,
|S(E)| < N,

Cuando Ry < R < ¢, tenemos que R = ¢ (ver 0.3.8) y luego, si Xy < |E| < ¢,
entonces

IS(E)| <.

La demostracion es completa. O]

Nota 1.5.27. Si E no contiene a () y si E es no vacia, podemos definir

Ey=EU{E\F:E,F € E}.

Entonces, como S(E) = S(Ey), el teorema 1.5.26 se aplica a la clase Ey.

Nota 1.5.28. Si () € E, A,(E) = la o-dlgebra generada por E en
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X =U{E, : a < Q}, donde definimos
Ey=F

c*z{UAn:AnoA;eo,vneN}

n=1

E,={UE;:B<a}, a>0

Si |E| = R, X un nimero cardinal infinito, entonces |A,(E)| < X¥ (Podemos probar

estos resultados como en la demostracion del teorema 1.5.26).

Definicién 1.5.29. Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff. La o-dlgebra (= el
o-anillo) B(X), generada por la coleccion de todos los conjuntos abiertos (d equivalen-
temente, cerrados) en X se llama la o-algebra de Borel en X y los miembros de

B(X) se llaman conjuntos de Borel en X.

Cuando X es localmente compacto y de Hausdorff, el o-anillo By(X) (respectivamente,
B.(X)), generado por la coleccion de todos los conjuntos compactos Gss (respectiva-
mente, compactos) en X se llama el o-anillo de Baire. (respectivamente o-anillo
de Borel en el sentido de Halmos [I6]/ ¢ o-anillo o-boreliano, ya que cada miembro
de B.(X) es o-acotado en el sentido de que estd contenido en una unidn numerable
de conjuntos compactos en X ) y los miembros de By(X) (respectivamente, B.(X)) se
llaman conjuntos de Baire (respectivamente, conjuntos de Borel en el sentido de

Halmos o conjuntos o-borelianos).

Proposicion 1.5.30. 57 X es un espacio topoldgico de Hausdorff con una base nume-

rable (esto es, es segundo numerable ), entonces |B(X)| < c.

Demostracion. Sea C' una base numerable en X con () € C. Entonces cada conjunto
abierto en X es una uniéon numerable de miembros de C'y por lo tanto, C* = C; (en
el sentido del teorema 1.5.26) contiene a la coleccion de todos los conjuntos abiertos
en X.

Asi, S(C) = S(Cy) D B(X).
Ya que C' C B(X), S(C) C B(X) y asi, S(C) = B(X). (Notese que el g-anillo generado
por C es una o-algebra y asi, S(C) es también la o-algebra generada por C').

1S(C)| < Ny° = ¢ por el teorema 1.5.26.8 y por lo tanto, |B(z)| < c. O

Corolario 1.5.31. Si R" = [[R es el espacio euclidiano de dimension n con la topo-
' " 1/2
logia dada por la norma ||(z1,...,x,)| = (Z x?) , entonces |B(R")| = c.

i=1
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Demostracion. R™ es segundo numerable y por la proposicion 1.5.30, |[B(R™)| < c.

Pero cada elemento {x} en R™ es cerrado y asi, pertenece a B(R"), lo cual implica que
¢ < |B(R™)|. Por lo tanto, |[B(R")| = c. O

El siguiente teorema generaliza el teorema 1.3.12 para medidas o-finitas definidas en

o-anillos generados por reticulos de conjuntos.

Teorema 1.5.32. Sea S un o-anillo de conjuntos en X. Supdngase que L es un reticulo

de conjuntos en X, que estd contenido en S. Sean p y v dos medidas en S tales que
p(A) = v(A) para todo A € L. Dado E € S(L), si existe una sucesion {E,},_ | en L

tal que E C |J E, y tal que u(E,) < oo para todo n € N, entonces u(E) = v(E) para
n=1

todo E € S(L).

Demostracion. Por la proposicion 3.10, P = {A\ B : A,B € L,B C A} es un semi-

anillo que contiene a L. Por lo tanto, a partir de 1.3.7, se deduce que

i=1

Primero asumiremos que iy v son medidas finitas en 5.

Por hipdtesis, para A\ B € Pcon A,B € L'y B C A, se tiene que
p(A\ B) = p(A) — uw(B) =v(A) +v(B) =v(A\ B) (por 1.2.16).

Por lo tanto, ), = vj,.

Como v y v son finitamente aditivas, en particular se tiene que prp) = vir(p), por la

construccion de R(P).
Sea M ={E €S :u(E)=uv(E)}. Entonces R(P) C M.
Afirmamos que M es una clase monétona. En efecto, como R(P) C M, M es no vacia.

Si E, 1T Ey{E,} ~, CM,entonces por el lema 1.2.19, deducimos que
u(E) = tim p(E,) = lim v(E,) = v(E)

y asi, £ € M.

Si E, | Ey{E,},~, C M, entonces por el Lema 1.2.20, se tiene que pu(E) = v(E) y
asi, B € M.
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Como M es una clase mondtona que contiene a R(P), por el teorema 1.5.25, M =
S(R(P)) = S(P). Es decir, u(E) = v(E) para todo E € S(P) = S(L).

Ahora, sea 1 una medida no necesariamente finita, pero que cumpla la hipotesis del

teorema si £ € S(L); entonces, por hipotesis, existe una sucesion (4,) -, C L con

1(A,) < oo, para todo n € N, tal que F C | A,.

n=1

Sean [i,, v, las medidas finitas en .S, definidas por
n(F)=pu(FNB,) v v (F)=v,(FNB,), VYFeS,

donde B, = |J Ag.

k=1

Para A € L, tenemos que
fin(A) = (AN By) = v(AN B,) = v,(4),

vaque ANB, € Ly p, =v,.

Como pu, y v, son medidas finitas en .S, por el caso discutido anteriormente, obtenemos
que p,(F) = v,(F) para todo F € S(L).

Ahora, se ve que
E = G(AnmE)_ G (G(A,mE)) = OBnmE.
n=1 n=1 \k=1 n=1

Como B, N E 1, por el Lema 1.2.19 tenemos que

p(E) =lmu(B, NE) =1limu,(F) =limuv,(F) =limv,(B, N E) = v(E).

Esto completa la demostracion. O

Corolario 1.5.33. Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff. Sean p y v dos medidas
finitas en B(X) tales que pu(U) = v(U) para todo conjunto U abierto en X o u(F) =
v(F') para todo conjunto F cerrado en X. Entonces u(E) = v(E) para todo E € B(X).

Demostracion. Sea L; = {U : U abierto en X}. Entonces, evidentemente L; es un
reticulo de conjuntos en X y S(L1) = B(X).

Asimismo, Ly = {F : F cerrado en X} es un reticulo de conjuntos en X y S(Ls) =
B(X).

Ahora las conclusiones son evidentes por el Teorema 1.5.32. O
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Definicion 1.5.34. Sea X un espacio localmente compacto y de Hausdorff. Decimos
que A C X es o-acotado (respectivamente, acotado) si existe una sucesion (C,). -, de

conjuntos compactos en X (respectivamente, un conjunto compacto C' en X ) tal que

AcC Ej C,, (respectivamente, A C C).

n=1
Proposicion 1.5.35. 57 X es un espacio localmente compacto y de Hausdorff, entonces
cada E € B.(X) es o-acotado.

Demostracion. Recordemos que B.(X) es el og-anillo generado por todos los compactos

en X. Entonces, por la proposicion 1.5.23, existe C' = (C,)}~,, cada C, compacto,

n=1"’

tal que E € S(C). Como cada miembro de S(C') es un subconjunto de |J C,, (ver la
1

n=

construccion de S(E) en 1.5.26), se ve que £ C |J C, y asi, E es o-acotado.

n=1

Alternativamente, sea

S = {E CX:FEC U C,, C,, compacto en X para todo n € N}.

n=1

Entonces S es un c-anillo y S contiene a la coleccion de todos los compactos en X. Por
lo tanto S D B.(X). O

Teorema 1.5.36. Sea X un espacio localmente compacto y de Hausdorff. Si p y v son
dos medidas en By(X) (respectivamente, en B.(X)) tales que u(C) = v(C) < oo para

todo compacto Gs (respectivamente, compacto) C' en X, entonces = v.
Demostracion. Consideramos
Ly ={C C X :C compacto ,Gs} y Los={C C X :C compacto}.

Es obvio que Ly es un reticulo de conjuntos en X. Para probar que L; también es un

reticulo de conjuntos en X, sean C,Cy € Ly. Entonces existen (U,) —,, (V,,),—, tales

n=1?
oo

que U,, y V,, son abiertos para n € N y tales que C; = U,y Co= ) V.
=1 n=1

n=

Entonces
C,UCy,=C1 U ﬁvn: ﬁ((}luvn): ﬁ ((ﬁ Um> uvn>
n=1 n=1 n=1 m=1
= (Unu V).

n=1m=1

Como U, UV, es abierto para cada m y n concluimos que C; U Cy es un Gj.
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Ademés,Cy U Cy es compacto, por lo que C7 U Cy, C; N Cy € Ly obviamente.
Entonces, S(L1) = By(X) y S(L2) = B.(X), por la definicién 1.5.29.

Notese que la Proposicion 1.5.35 es cierta también para E € By(X). Por lo tanto,
para £ € By(X) (respectivamente, £ € B.(X)), la hipotesis del teorema 1.5.32 se
cumple. En consecuencia, se tiene que u(E) = v(FE) para todo E € S(L;) = By(X)
(respectivamente, E € S(Lg) = B.(X)).

Esto completa la demostracién del teorema. O
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1.6. Problemas Resueltos

En esta parte resolvemos algunos problemas interesantes, que complementan la teoria

desarrollada en las secciones anteriores.

Problema 1.6.1 (Anillos de Conjuntos como Anillos de Boole). Sea R un anillo
de conjuntos en X. Probar que R es un anillo (en el sentido de algebra moderna) bajo

las operaciones de adicion (+) y producto (), dadas por

E+F=FEAF y E-F=FENF, E FecR,
y que (R,+,-) es un anillo de Boole en el sentido de que FE - E = E para cada E € R.
Ademds mostrar que si R es un dlgebra de conjuntos en X, entonces (R,+,-) es un

anillo con identidad. Notese que un anillo de Boole es siempre conmutativo.

Solucion. Como R es un anillo de conjuntos, se ve que
EAFeR N ENFeR, VE Fe€R.

‘4’ es conmutativa, E+ E=0(0=0)y E40=E.

Ademas, ‘4’ es asociativa. En efecto,

(E+F)+G=FENF'NGUENFNGUE‘NF NGUENFNG
=E+(F+Q).

Por lo tanto, (R, +) es un grupo abeliano.

4

Evidentemente, ‘-’ es conmutativa y asociativa.

EN(FAG)=ENFNGUENFNG
— (ENF)A(ENG).

Luego, (R, +,-) es un anillo.

Obviamente, F - E = F para F € R.

Si X € R, entonces E - X = F para todo E € R.

Si B es un anillo de Boole, para z € B se tiene que 2z = (2x)? = 4z y asi, v + x = 0.
Paraxz,y € B, (x+y)? = 2*+zy+yr+y* = v+y+zy+yz. Luego, zy = —yz = yz. [

Problema 1.6.2 (La pseudo-métrica y la métrica inducida por una medida

finita). Sea p una medida en un anillo R de conjuntos en X. Probar las siguientes
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afirmactones:

1.

Si B~ F cuando w(EAF) =0, para E,F € R, entonces ~ es una relacion de

equivalencia en R.
S={E€R:E~0D} es un anillo de conjuntos en X.

Si R es un o-anillo de conjuntos en X, entonces S ={E € R: E ~ ()} también

es un o-anillo de conjuntos en X.

S={FE€R:E~0D} esun ideal del anillo (R,+,"), donde + y - estdn definidas

como en el Problema 1.6.1.

Si p(E,F) = un(EAF), E,F € R, entonces p es una pseudo-mélrica en R,
stempre que [ sea finita.
Si R=R/ ~,

’p“(E, ﬁ) — o(E,F), E,FeF,

estd bien definida y es una métrica en R, siempre que p sea finita. ( R/ ~ denota

la coleccion de todas las clases de equivalencia en R segtn ~. Si E€R y By, Ey €

E, entonces Ey ~ E,).

Solucion.

1.

Basta probar que ~ es transitiva.

Sean £ ~ F, F ~ G, E, F,G € R. Entonces,

(ENG)U(GNEY) =(ENFNG)U(ENF NG
U(GNFNEYU(GNF°NE")
C(ENFYU(FNG)U(FNE)U(GNF9
= (EAF)U(FAG) (6.2.1). (1.5)
Luego, u(EAG) = 0.
0es.

Si E,F €S, entonces
p(EUF)AD) = p(EUF) < p(E) 4+ u(F) =0

yasi, FUF € S.

Evidentemente, E'\ F' € S.
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3. Cuando R es un o-anillo, si {E;};°, C S, entonces

o (U E) < ZM(Ei> =0

y asi, |J E; € S.

=1
4. SSAe(R,+, )yEe S, A-E€ S, yaque A-E=ANEy
W(ANE) < p(E) = 0.

5. Basta verificar la desigualdad triangular para p. Si E, F, G € R,
p(E, F) = W(EAF) < W((EAG) + ((GAF) = p(E,G) + p(G, F)

por (1.5) y por las propiedades de monotonia y sustractividad de .

6. Sean F, F, € E, F Fy e F. Entonces por 5 tenemos que
WEAF) = p(E, F) < p(E, Er) + p(Ev, F) = p(Ev, F) = p(E1AF).
Intercambiando E y E; tenemos que u(E3AF) < pu(E1AF). Luego,
W(EAF) = n(E\AF) = p(EYAFY),

lo cual demuestra que p esta bien definida.
Como p es una pseudo-métrica, p es una métrica.

O

Nota. Todas las afirmaciones, salvo &, son ciertas si u es finita, no negativa, finitamente

sub-aditiva y mono6tona en R con u(f) = 0.

Problema 1.6.3 (Una aplicacion de los lemas 1.2.19 y 1.2.20). Sean X un
espacio métrico completo y separable y S una o-dlgebra de conjuntos en X, que contiene
a B(X). Si p es una medida en S con u(X) = 1, probar que existe un E en S tal que

w(E) =1y E es una unidn numerable de conjuntos compactos en X.

Solucion. Sea A = {x;},°, denso en X.

Si d es la métrica de X, para k,n € N, sean

} y EP=Ju®.

m=1

| =

Uk = {x cd(xy,,x) <
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Por ser A denso en X,
S (k)
Yo =JrP =X
n=1 n=1

y como FT(Lk) 1 para cada k fijo, por 1.2.19, se tiene que

lim p (Fqgk)) =p(X) =1

Dado 0 < € < 1, existe un n; € N tal que

M(F(l)) >1—c.

ni

Obviamente, F,S}) nEP T Fﬁ) y por el argumento anterior, existe un ny > n; en N tal
que
1 2
p(EVNFEP) >1—e.

Asi, sucesivamente se obtiene una subsucesion (n;);° de N tal que

k
7 (ﬂF}Lj)) >1-¢, VkeN.
=1

o .
Sea F. = N FY que es cerrado y estd en S.
i=1

k .
Fo # 0, ya que p(Fe) = lim p (ﬂ F,S?) >1—¢>0, por 1.2.20.
o =1

F. es compacto. En efecto, por la hipotesis sobre X, basta ver que F. es totalmente
acotado (ver 0.5.44.7 y 0.5.44.6).

1
Dado 6 > 0, existe un i € N tal que — < 4.
2

. Tig )
Como F. C Fr(fg) = U US®, dado x € F., existe algin ; (1 < i < ny) tal que
m=1

1
d(x,z;) < — <.
o

1
Por ultimo, tomamos ¢ = —, n € N y definimos C}, = F1.
n =

o0
E = |J C, es una uniéon numerable de compactos C,, y
n=1

1
1> u(E)>uwCy) 21—~ VneN
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Esto altimo es pu(E) = 1. O

Problema 1.6.4 (Ejemplo para las desigualdades estrictas en la Proposicién
1.4.8). Dar ejemplos para mostrar que las desigualdades en la Proposicion 1.4.8 pueden

ser estrictas.

Solucion. Sea m la medida de intervalos (ver 1.1.8).

Tomando FEs, = (0,1], Fy, 1 = (%, 2}, n € N, se tiene

mE, = (0,2] m(mEn) —9

n

Problema 1.6.5 (Partes validas del Teorema 1.2.21 para semi-anillos).
1. Probar que en el Teorema 1.2.21, 1. = 2. = 3. = 4. = 5. para semi-anillos.

2. Dar un contraejemplo para mostrar que las afirmaciones 2. = 1. y 4. = 1. en el

teorema 1.2.21 no son ciertas para semi-anillos.

(Nota: Dado el interés de los autores en mostrar al lector, que el teorema 1.2.21 de
caracterizacion de medidas sobre o-anillos no se mantiene valido para caracterizar
las medidas sobre semi-anillos; nos permitiremos aqui usar un conocido resultado
sobre la unicidad de extensiones de medidas en o-anillos. Este resultado, serd
mostrado en una futura ampliaciéon de este texto. El resultado es el siguiente:
Teorema de unicidad de extension. 5%y es una medida o-finita en un anillo
de conjuntos R, eriste una extension unica i de pu al o-anillo S(R) generado por

R, como una medida en S(R) y ademds, [ es o-finita.)

Solucion.

1. Si P es un semi-anillo de conjuntos en X y u: P — [0, 00] es numerablemente
aditiva con p(@) = 0, entonces por 1.3.8 existe una extension unica 7z a R(P) tal

que 7 es una medida en R(P) y si u es finita asi lo sera 1.

Ahora, por 1.2.21 aplicado a 7z, 1. es inmediata.
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2. Sean Qp el conjunto de todos los nimeros racionales en [0,1] y
P={(a,b]NQp:0<a<b<1,a,be Q}.

P es un semi-anillo. (Verificar)
Definimos p((a, b)) N Qy) = b — a.

Si B = (ai,bi}ﬂ@o, Ei1 N Ey :@7 E;, € P(Z: 1,2)yE1UE2 € P, sea
G1<61:G2<bz.

[L(El U EQ) = b2 — ] = bg — Q9 + Ao — A1 = /L(El) -+ /L(EQ)

Por induccion finita, p es finitamente aditiva en Py evidentemente, (@) = 0.

Sean E, 1T Ey, E,, Ey € P, n € N. Haciendo E,, = (ay, b,] N Qo, a,,b, € Qy para
todo n € NU {0} tenemos que ag < a,, y by > b,, n € N.

o

Como by € |J En, by € E,, v como E, 1, deducimos que by € E, para todo
n=1

n > ng. En consecuencia, b, = by para todo n > ny.

En particular, by = lim b,,.
n

[o.¢]
Sir € Eyentonces ag <1 < by, 7 € Qyy r € |J E,. Luego, existe un nimero
n=1

neNtalquer e FE, yasia, <rya,<r para todon > n;.

Si a’ = inf a,, es evidente que r > a’ > ag y asi, tenemos que
n
Ey C (a',bo) NQq C (ag, bo) N Qo = Ej.

Por lo tanto, (a’, bo) N Qo = (ao, bo] N Q.

Afirmamos que ag = @/. En caso contrario, ag < a’. Esto es imposible ya que los
niameros racionales en (ag, a’) no pueden pertenecer a (a’, by N Qp, lo cual es una

contradiccion. Asi, ag = a'.

Ahora,
p(Eo) = by — ag = lim(b, — a,) = lim p(E,),

ya que inf a, = lima, = ay (pues a, |). Es decir, u es continua por abajo. De
n n

manera similar se ve que u es continua por arriba.

Pero i no es numerablemente aditiva en P. En efecto, si suponemos lo contrario,

por 1.3.9, existird una extension tnica @ de p a R(P) como una medida finita
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y por el teorema de unicidad de ertension mencionado en la nota, existird una

extension tnica pp de p como una medida o-finita en S(P).

Por 1.5.24, S(P) = S(Py) N Qyp, donde Py = {(a,b] : 0 <a <b< 1}
Qo \ {0} € P C S(P).

Sea Qo \ {0} = {w:}Zy;

n({z;}) = lim & ((xl — % T + ﬂ N Qg)

k—ro0
z. { 2
=l g (s = o+ 1] 1 Q) = Jim 7 =0,

Luego, (@ \ {0}) = X i({}) = 0. Pero (@ \ {0)) = p((0.2]1 Q) = 1, 1o

cual es una contradiccion.

]

Problema 1.6.6 (Una generalizacion de la medida de conteo). Sean X un
conjunto infinito, S = P(X) y {z,},—, una sucesion de elementos distintos de X.

Definimos p, : S — [0,00) por

1, stx, € E;

uE) = { 0, sixz, € F.

para cada n € N. Si {a,},_, es una sucesidn de nimeros positivos y p: S — [0,00] es

dada por u(E) = > anpn(E), probar que p es una medida en S.
n=1

Obtener la medida de conteo como un caso particular.

Solucion. Basta ver que p es numerablemente aditiva.
Sea {E;};~, C Scon E;NE; =0,i# j.

SiE=|JE, E €S

i=1
Si EN ({zi}2)) =0, se ve que u(E) = > u(E;).
i=1
Sea EN{x;}.2, = {xni}le, donde k£ € N o k = co. Entonces
pn—i(E)=1,i=1,2,... vy p,(E)=0sin¢&{n,ng,...}

Sea J = {z eN:EN ({.9:]-};’:1> # (Z)}. Parai € J, sea B; = {n; : ,, € E;}. Entonces
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los conjuntos B; son disjuntos en Ny {ny,ns,...} = |J B;. Ahora,
i€j

Ademés,
Yo anpin(E) = p(E;) =0sii g J y  u(E)= ) a,siiel].
n=1 n;,€B;
Entonces,
o0 k
IEDSICIES b DEFED DN SIRETL:)
=1 icJ ieJ njEBi anUBj j=1

icJ

Tomando a, =1, x, =n,n € Ny X = N. Es facil ver que en este caso u coincide con

la medida de conteo. O

Problema 1.6.7 (Medidas semi-finitas). Sea S un o-anillo de conjuntos en X.
Una medida p en S se llama semi-finita, si cada A € S con u(A) = oo contiene a un

B € S tal que 0 < u(B) < oc.
Si u es una medida semi-finita en S y si u(A) = oo, probar que existe un C € S tal

que C C A, u(C) = o0 y C es o-finito.

Solucion. Sea pu(A) = oo. Por hipdtesis, C = {B € S: B C A,0 < u(B) < oo} es no

vacio.

Sea sup u(B) = a € (0,00]. Entonces, existe una sucesion {B,}~, C S tal que
BeC
1(By) 1o
SiC = | By, entonces C €S, C C Ay pu(C) > sup u(B,) = a.
n=1 n

Si u(C) < oo, entonces u(C) + u(A\ C) = p(A) = ooy asi, u(A\ C) =
Por hipétesis, existe un D € S tal que D C A\ C y tal que 0 < u(D) < oo. En
consecuencia, CND € C'y u(CUD) = pu(C)+p(D) > «, lo cual es una contradiccion.

Luego, p(C) = 0o y C es o-finito. O

Problema 1.6.8 (Suma directa de medidas). Sea (X,, Sy, lta), @ € I; una co-
leccion no vacia de ternas, donde S, es una o-dlgebra de conjuntos en X, y o €s

una medida en S,. Supdngase que |J Xo CY y XoNXg =0, para o # B en 1. Si
acl
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X=UXeyS={BCX:BnX, € S5,,Va €I}, sea un(B) = > p(BNX,),

acl a€el

B €S, donde Zta:sup{Zta - J C1,J finito }, cuando t, > 0 para todo o € I.

acl aed

Probar las siguientes afirmaciones:

1. 81 Y to < o0, [y ={a€l:t, >0} esalosumo numerable, donde t, > 0 para
a€cl
todo o € 1.

2. S es una o—dlgebra de conjuntos en X.
3. p es una medida en S, llamada la medida suma directa de (114)ac-

4. W eso-finita siy solo si{a: p, # 0} es alo sumo numerable y cada p es o-finita.

Solucion.

1. La hipotesis implica que

sup{Zta : JCI,Jﬁnito} =M <

ael

Si]n:{ozelzta>%},nEN,sevequeI(): U 7.
n=1

Si J C I,y |J| =k, entonces Y t, > % , vy asi k < M,; lo cual demuestra que
acJ
cada I, es finito y luego, Iy es a lo sumo numerable.

2. Obviamente X € S.

Si {E;};2, C S, entonces (U El> NX,=U (E:iNX,) € 5, para todo a.
i=1

i=1

SiEeS, E°NX,=X,\XoNE €S, para todo a € 1.
Por lo tanto, S es una o-algebra en X.

3. Sea (D,>), donde D ={J C [:J finito} y J; > Jy si J; D Js.
Entonces, (D, >) es un conjunto dirigido.

Sea py(B) = > py(BNX,), B € S. Se deja al lector verificar que (1) se(p,>)
acJ
en una red no decreciente de medidas en S. Luego, por 1.4.16, i = sup p; es una
JeD
medida en S.

4. Sea u, o-finita en S.

Entonces existe (A,) ~, C S tal que A, NA,, =0, paran #m, 0 < u(4,) < oo,
para todon €e Ny X = |J A,, donde p # 0.

n=1
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Como pu(A,) < oo, por 1., I, = {a: pa(A, N X,) # 0} es a lo sumo numerable.

Sea I = |J I,

n=1
I es a lo sumo numerable y para o & :f, ta(A, N X,) =0 para todo n € Ny asi,
ta(Xa) = > (A, N X,) =0, lo cual implica que p = 0 para todo a € I\ I

n=1
Para o € :Tv, ta(Za) = D pa(An N Xa), pa(A, N X,) es finita para todo n y por
n=1
lo menos existe algin « € I con p, # 0.

Reciprocamente, sean u, = 0 para todo a € I\T, donde I es a lo sumo numerable

y sean las j, o-finitas para o € I. Por lo tanto, para o € I se tiene que

Xo= U Y, v esS., (Yé‘”) < o0, V¥n e N.
n=1

Sean {Yéa)}ae'f = {Ym}f::l Y Zm=Yn U Xa-

neN acI\T

Entonces X = |J Z, v

m=1

,U(Zm) = Zﬂa(Zm N on) = Z(Zm N Xa) = Z(Ym N Xa)a

ael acl a€l

donde Y;, = Y,\* para algtin n € N v a € 1.
Luego, t(Zm) = fag (Yn(a‘))> < 0. Es decir, p es o-finita en S.

]

Problema 1.6.9 (La estructura de X cuando la medida y en una o-algebra
de conjuntos en X toma un ntimero finito de valores finitos).

Sea p una medida en una o-dlgebra A de conjuntos en X con 0 < pu(X) < oco. Si
{W(E) : E € A} es un congunto finito, probar que X = Ey U ---U E, UF, donde
E, e A, E;NE; =0 parai # j, ENFEF =0 (1 = 1,2,...,n), para que existe
una sucesion no decreciente (oy);, de nidmeros positivos de tal modo que si A € Ay
A C Ey, entonces p(A) =0 o u(A) = oy, p(Ex) =, (k=1,2,...,n) y p(F) = 0.

Dar un ejemplo para mostrar que la descomposicion de X no es tinica.

Solucion. Sean {0,01,...,0s} el rango de pu, oy = min{u(FE) : £ € A, u(FE) > 0} y
E1 € A con /L(El) = 1.

SiAe Ay A C Ey, entonces pu(A) =0 o pu(A) = a; por la definicion de Ej.

Sea as = min{u(E): E € A, u(E) > 0,E C X \ E1}, si esta coleccion es no vacia.
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Tomamos Fy € A, By C X \ E; tal que u(Es) = ao.
Es obvio que para E € A tal que E C Ey, i(E) =0 0 u(E) = as, etc.

Como el rango de p es un conjunto finito, en un proceso finito obtenemos una coleccion

finita de conjuntos disjuntos F1, ..., E, de A tal que (X\ U Ek) =0.
k=1

Hagamos F' = X \ U Ek.
k=1

n
Luego, X = U ELUF, ap < as < --- < ay, los cuales cumplen las propiedades
k=1

mencionadas en el problema.
Sea X infinito no numerable. Definimos A = {E£ C X : E 0 E° es a lo sumo numerable}.

Entonces A es una o-algebra.
Sean pu(E) =1 si E€ es a lo sumo numerable y ©(E) = 0 si E es a lo sumo numerable.

Por 1.2.13.5, 1 es una medida finita en A, cuyo rango es un conjunto finito. Entonces,
X =FE UF = X U@, donde E; es un subconjunto arbitrario de X con F = Ef, a lo

sumo numerable. Por lo tanto, la descomposicion no es tnica. O

Problema 1.6.10 (El caso del problema 1.6.9 cuando pu(A) es infinito en
[0700))°

Sea p una medida finita en una o—dlgebra A. Si u(A) = {u(E) : E € A} es un
conjunto infinito, probar que existe una sucesion (Ay) -, de elementos disjuntos dos

a dos, con 0 < pu(A) < oo, para todo n € N.

Solucion. Afirmamos que existe un £y € A tal que 0 < p(Ey) y 0 < (X \ Eq), vy
ademés el rango de pen EyN.A o en EfN A es infinito. En efecto, en caso contrario p

tendra su rango finito, lo cual es una contradiccion.

Hagamos A; = Ej si u(E{N.A) es infinito y A; = EY si u(Ey N.A) es infinito. Conside-
rando la o—algebra AN A§, obtenemos un Ay € AN A§; tal que pu(As) > 0y u(ANAS)

es infinito, etc.

Entonces {A,}7, C A, A, NA, =0, paran#my pu(A,) >0 paratodoneN. O

Problema 1.6.11 (Una Aplicacién del Teorema 1.5.25).
Sea R un anillo de conjuntos en X . Sea v una medida en S(R), tal que dado E € S(R),
existe una sucesion {E,}>~ | C R con la propiedad

Ec UE, y v(E, <oo, VneN.

n=1
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Si u es otra medida en S(R) tal que pu(E) < v(E) para todo E € R, probar que
w(E) < v(E) para todo E € S(R).
Solucion. Sea v finita en S(R).

M ={F € S(R) : u(F) < v(E)} contiene a Ry es una clase monotona por 1.2.19 y
1.2.20. Entonces, por 1.5.25, M D S(R) y luego, M = S(R).

En el caso general, sea E € S(R).

Por hipotesis, existe (E,) -, C Rtal que E C |J E, y v(E,) < oo, para todo n.

n=1

Si F,, = |J Ek, sean
k=1

vn(A) =v(ANE,) v p(A)=pANE,), A€ S(R)yneN.

tn ¥ Vp son medidas finitas en S(R), cumpliendo pu,(A) < v,(A) para todo A € R.
Luego, por la parte anterior, u,(A) < v,(A) para todo A € S(R).
Por dltimo,

wE) = p (U En Fn> =limp(ENF,)

n=1

]

Deducir que en R™, By(R") = B.(R") = B(R").

2. Probar también, que en un espacio topoldgico X de Hausdorff, |B(X)| = ¢ si

| X| > Ng y si X tiene una base numerable para su topologia.

Deducir que |B(R"™)| = c.

Solucion.

1. Sea d la métrica de X.
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Cada conjunto cerrado en X es un Gg. En efecto, si F' es cerrado en X, sea

U= J {y:d(z,y)<%}.

zeF

Entonces, U, es abiertoy U, D F.

oo oo
Afirmamos que () U, = F, pues en caso contrario existiran un =, € < N Un> \F
n=1

n=1

y una bola B (:L’O, n%)) disjunta con F'. Pero zy € U,, y por tanto xo € B (3: l)

”VL()

para algin x € F', lo cual es una contradiccion.

Cada compacto en (X, d) es cerrado, luego un Gs. Por lo tanto, By(X) = B.(X).

(o]
Cuando X es ademés o—compacto, X = |J C,, con C, compacto en X, n =

1,2,....

n=1

Si F es cerradoen X, FF= |J(FNC,) € B.(X) y asi, B(X) = B.(X).

n=1

R™ es un caso particular.

. Por 1.5.30, |B(X)| <e.

Como X es de Hausdorff, cada elemento {z} es cerrado en X.

Por hipotesis, | X| > Xg y la coleccion C de todos los conjuntos a lo sumo nume-
rables de X est& contenida en B(X).

Pero [C| > N{° = ¢, y asi |[B(z)| > c. Luego, |B(X)| = c.

La dltima afirmaciéon sobre R” es inmediata por la primera parte de 2.

Problema 1.6.13 (Otros generadores de B.(X)).

Sea X un espacio localmente compacto y de Hausdorff. Sean

U={U € B.X): U abierto},
V ={U : U abierto y relativamente compacto en X }.

1. Probar que todo conjunto abierto y o—acotado en X estd en B.(X).

2. Probar que B.(x) = SU) = S(V).

3. Probar que X € B.(X) si y sdlo si X es o—compacto.

Solucion.
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1. Sea U abierto y o—acotado en X. Existe (C,) ~, de conjuntos compactos en X,

tal que U C | C,.

n=1

Para cada n € N, C), \ U es compactoy |J(C, \ U) € B.(z).

sid=U .,
AeB(X) y U=A\(A\U) e B.(X).
2. U CB.(X)yasi SU) CB.(X).

Sea C' compacto en X. Como X es localmente compacto, para cada x € C, existe

una vecindad V, de z tal que V, es compacta.

Entonces, C,, C |J V. y como C es compacto, existe {x1,...,2,} C C tal que

zeC
o0

C c |J Vg, =V con V compacta.

=1

Por lo tanto, por 1., V € B.(z) y asi, V € U.
V\ C es abierto y V\C C V. Nuevamente aplicando 1, se tiene que V' \ C' € B,(x)
y V\C eU. Luego, C =V \(V\C)e SU)y

B.(X) c SU).

Asi, B.(X) = S(U).

Si £ € V, entonces E es abierto y relativamente compacto en X. Entonces, por
1, E € B.(X) y luego, S(V) C B.(X).

El argumento anterior demuestra que, dado un compacto C' en X, existe un
V eV tal que C = V\(V\C).

Como V, V' \ C € V, se tiene que C' € S(V). Luego, B.(X) C S(V).
Asf, B.(X) = S(V).
En conclusion, B.(z) = S(U) = S(V).

3. Si X es o—compacto, entonces X € B.(X).

Reciprocamente, si X € B.(X), entonces, por 1.5.35, X es o—acotado y luego,

X es o—compacto.

]

Problema 1.6.14 (0—algebra generada por una sucesién finita o infinita de

conjuntos mutuamente disjuntos).
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Hallar la o—dlgebra A generada por
1. E={E,...,E,}, donde cada E; # 0, E;NE; =0, para i # j, y J E; = X.
i=1
sCudl es |A|?

2. E={FE\, Es,...}, donde cada E; # 0, E;NE; =0, parai # j, y U E; = X.

1=1

s Cudl es |A|?

Solucion.
1. Cuando E es una familia finita de conjuntos en X, S(E) = R(E).

Sea Eg = E U {0}. Como los miembros de E son disjuntos dos a dos, se ve que
E; = E* = {todas las uniones finitas de miembros de E}, donde para una clase

C de conjuntos C* es tal como en el teorema 1.5.21.

Ya que todos los miembros de Ej son disjuntos dos a dos, se tiene que E; = Ey =
Es=---=E,=... y por lo tanto,
RE)=UE,=E; y |RE)]|=2",
n=0

puestoque1—|—(?)+(g)+...+(”)+...+(z):Qn'

r

Ademas, cuando la union de los miembros de E es X, X € R(E) y asi, R(E) es

la o—algebra generada por E.

2. Cuando E es una familia numerable de conjuntos disjuntos en X, S(E) se da por
1.5.26.

Sea Eg = EU {0}. Como los miembros de E son disjuntos dos a dos, Eq coincide
con la coleccion de todas las diferencias de sus miembros. Luego E; = E§ (ver
1.5.26) es la familia de todas las uniones a lo sumo numerables. Por el mismo
razonamiento cada E, (k, < ), tal como en 1.5.26, coincide con E; y asi, por
1.5.26, S(E) = U{E, : 0 < a < Q} = E;.

Cuando la uniéon de los miembros de E es X, S(E) es también la o—algebra

generada por E. Entonces, |E;| = N?;“ =cy asi, |S(E)| =c.

]

Problema 1.6.15 (Representacion de una familia finita en un anillo de con-
juntos como uniones disjuntos de miembros del anillo).

Sean F1, FEs, ..., E, miembros de un anillo R de conjuntos en X. Probar que existe
una familia finita de conjuntos {Fy, ..., F,} en R, disjuntos dos a dos tal que cada E;

es una union finita de los Ij.
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Solucion. Para E C X, escribimos E' = Fy E~' = X \ E.

Para cada n—ada ordenada € = (e, ..., ¢e,), donde e; = £1, definimos

E.=E'N---NE™.

Sieg=(—1,—1,...,—1) entonces,

EEO:El‘lm...mEglzﬁEf: (CJEZ) :X\OEZ».
i=1 =1

i=1

Para € # ¢, se ve que E., = E{' N--- N E € R, puesto que para algin k, e, = 1.

Sie=(e,...,en) #6=(dy,...,dy),donde ¢, = £1,d; = +1,1=1,2,...,n;ysiec
y 0 son distintos de &y, entonces E. N Es = (). En efecto, como ¢ # §, existe algtn k,
I1<k<n,talqueey=1ydy=—1yasi BE. CEyy Es C X\ E.

Afirmamos que E; = |J E., € = (e1,...,¢,). En realidad, por la definicién de E., es

e;=1
obvio que |J E. C E;.
61;21
Ahora, sea © € E;. Definimos ¢ = (e1,...,e,), donde ey =1l ye; =1sixz € E; y
e; = —1siz ¢ E;. Entonces z € E. y luego, E; = |J E..

8i=1
Evidentemente, hay a lo sumo 2" — 1 conjuntos de la forma FE., € # ¢y. Llamando a

tales conjuntos no vacios {F, Fy, ..., F,,} obtenemos la conclusion del problema. [

Problema 1.6.16 (Miscelaneo). Sea S un o—anillo de conjuntos en X y supdngase

que S no es una o—dlgebra.
1. Probar que A={E:E €S o E°€ S} es una o—dlgebra.

2. Si p es una medida en S, probar que Ti definida en A por

9

uw(E), siEesS;
0, st BCe S.

es una medida en A.

3. iy es una medida en S, probar que p definida en A por

Y

(E) = u(E), st BeS;
£ sup{u(F): F C E,F €S8}, si E°€S.

es una medida en A.
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Para € [0,00], probar que g : A — [0, 00] dada por

ps(E) = {

(E)+p, siE°eS;
(E), sibeS.

Y

= I=

es una medida en A.

St v es una medida en A tal que v|; = p, probar que v = g para algin 3 € [0, 00],

stempre que |1 sea una medida finita en A.

Solucion.

1. Es obvio que A es un éalgebra de conjuntos en X.

Si{E,},~, CAsean ={neN:E,eS}lyl,={neN:Eec S} Entonces
LNl =0y I, Ul, =N. Ademés,

UE.eS v (U En>cz NEeS

nel; nels nels

por 1.4.1 y 1.4.3. Por lo tanto, () E, € Ay luego, |J E, € A.
n=1

nels

Basta probar que 1z es numerablemente aditiva en A.

Sea {E,} >, CAcon E,NE, =0paran#m,y E= ] E,.

n=1

Sean [ ={neN:E,cS}ylh,={neN:EecS}

Notamos que [5 contiene a lo sumo un elemento n. En efecto, si n,m € Iy, n # m,
entonces ES U ES, € S 'y como E, N E,, =, se tiene que X = ECUES, € S, lo
cual es una contradiccion.

Si I; = N entonces £ € Sy u(F) = i(En)

n=1

Si Iy = {no}, entonces £ = |J E,UE,,. Sea |J E, =F.Seveque E ¢&S8.
n#ng n#ng

Por lo tanto, £° € S y fi(E) = oco. Como Ey; € S, [i(E,,) = 0.
Luego. () = 3= (E,).

Sean {E,} >~ , I1, I, {no} y F tales como en la solucion de 2.

Entonces Iy = {ng} o I = 0.

Si Iy = 0, entonces u(E) = u(E) = i p(E;) = > p(Ey).
i=1 :

=1

Cuando Iy = {no}, E=FUE,, F€S§, E; €S yluego E°€ S.
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Ahora, sea y(E,,) = oo. Entonces

u(E) =sup{u(G) : G C E,G € S} > sup{u(G) : G C E,,,G € S} = cc.

Ast, p(E) = 00 = 3. ul(Ey).

i=1
Ahora, sea p(E,,) < oo. Dado &€ > 0, existe un G € S tal que G C E,, y
H(G) > p(Eny) — <.

n(E) =2 p(FUG) = pu(F) + w(G) > p(F) + p(Ey,) — ¢

Por lo tanto,
HW(E) = p(F) + p(En,) (1.6)

Sea G € S tal que G C E. Entonces GNE,, =G\ (G\ E,,) €S.

Como G = ( U EmG) U (Ey, NG),
i#ng

w(G) = wENG)+ (B NG) <> p(Ey) + p(Eny)
i#ng i#no

— W(F) + p(Eny).
Luego,
H(E) < p(F) + p(Ey,) (1.7)
Por y se concluye que p es una medida en A.
4. Sea 8 € [0, 00]. Veremos que pg es numerablemente aditiva.
Sean {E,} -, E, F, I, I, y {no} tales como en la soluciéon de 2.
Sil; =N,

ps(E) = w(E) = ZMB(Ez‘)-

Sea Iy = {no}. Luego, £ = FUE,, y W(E) = p(F) + u(Ey,,) por 3.

Ahora,

Como pg(0) =0, ps es una medida en A.

5. Sean v una medida en A tal que v, = py F € A tal que E° € S.
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Ya que v es mondtona en A, v(FE) > v(F) = u(F) paratodo F C E, F €Sy
asi v(F) > (E).

Como p(X) < oo por hipotesis, se tiene que p(E) < oo.

Tomemos (3 € [0, 0] tal que v(E) = u(E) + 5.

Sea A € Acon A€ S.

E=(FEUA)N(ENAS), ENA°=A°\(A°\E)eS y E‘UA°€S.
Luego, FNAZSy ENAecA

Sea v(E N A) = u(E N A) +r. Entonces

uE)+B=v(E)=v(ENA)+v(E\A)
=pu(ENA)+r+u(B\A)=pu(E)+r

Asi, B = r. En consecuencia,

V(A) =v(ANE) +v(A\E) = p(ANE) + B+ p(A\ E)
= p(A) + B = up(A).

SiAeS, v(A) = p(A) = ps(A).

Por lo tanto, v = pg.
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1.7.

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

Ejercicios

Si 4 es una medida en un anillo R de conjuntos en X y E, F'y GG estan en R.
Probar que

a) W(EUF) +u(ENF) = p(E) + u(F).

b) W(E)+ pu(F)+ w(G)+(ENFNG)=p(EUFUG) + u(FNG).

Sea X un espacio topolégico de Haursdorff. ; Cuando todos los conjuntos abiertos

en X forman una o—4algebra en X7

Sea X un espacio topologico de segunda categoria en si mismo. Sea R la coleccion
de todos los subconjuntos E de X tales que E o E° es de primera categoria en X.

Probar que R es una o—algebra de conjuntos en X.

Sea R un anillo de conjuntos en X. Si F/, F' € R, probar que para una medida pu
en R, W(EAF) =0 implica que p(E) = u(F).

.Es el reciproco cierto?

a) Probar que lim £, y lim £, no cambian si omitimos un ntmero finito de
n n

miembros de {E,} .

b) Si {E,} es una sucesion de conjuntos disjuntos dos a dos, probar que
lim E,, = 0.

¢) Mostrar que @En = (h_m Eg)c y lim E, = (@ Eﬁ)c.

Sea R una clase de conjuntos en X, que cumple las siguientes condiciones:
a) D€ R (& R#0D).
b) Si E,F € R, entonces EAF € R.
¢) ENF € R siempre que E, F € R.

Probar que R es un anillo de conjuntos.

Si ademés R es cerrado por interseccion numerable, ; Tiene R que ser un o—anillo?

Sean X un conjunto infinito numerable y S = P(X). Obtener una representacion
de u(E), donde p : S — [0,00] es una medida finita, usando los valores que p

asume en cada elemento de X.
Probar que p es también una funciéon acotada en X.

Sean S un o—anillo de conjuntos en X y p una medida en S. Para E € §, sea

pe = S — [0,00] dada por ug(F) = p(E N F). Probar que pp es una medida en
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1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

S\ pg, lamada la restriccion de p a Sp ={F : F C E,F € S}).
Probar que Sg es una o—algebra de conjuntos en E.
Si ¢y v son medidas en un o—anillo § de conjuntos en X, probar:
a) i+ v es una medida en S.
b) Si u > v, existe una medida A € S tal que p = v + .
¢) Si pu es o—finita, A en b) es tnica.
d) Si p no es o—finita, A no es Gnica en b).

Obtener explicitamente la construccion de la o—algebra generada por una clase

no vacia de conjuntos.
Obtener la o—éalgebra y el o—anillo generados por () en X.

Obtener S(E) si E es una familia finita de subconjuntos de X. (Ayuda: Usar los
problemas 1.6.15 y 1.6.14).

Si E es una coleccién infinita de conjuntos en X, probar que R(E) y E tienen el

mismo namero cardinal.

Si E es una clase no vacia de conjuntos en X, probar que cada miembro de S(E)

se puede cubrir por una unién numerable de los miembros de E.

Sean R un anillo de conjuntos y v : S(R) — (—o0,00) tal que v(FE,) — v(F)
siempre que E, T E o E, | E en S(R). Si v(E) > 0 para todo E € R probar que
v >0en S(R). (Ayuda: Usar 1.5.25).

Probar que B(X) = {ENJ0,1] : £ € B(R)}, donde X = [0, 1], es el intervalo
compacto, contenido en R. (Ayuda: Usar 1.5.24).

Sea f : R — R una funcion cualquiera. Definimos A\o((a,b]) = f(b) — f(a). Para

E=E;, ENE; =0, parai # j, {E;};2, C P(R), definimos A\(E) = Y A\o(E;).
i=1 i=1

Mostrar que A estd bien definida en R(P(R)), es una extension de Ao y es finita-

mente aditiva.

Si p es una medida en un o—anillo S de conjuntos en X y {E,} -, es una sucesion

o0
convergente de miembros de § con u ( U En) < oo para algin ng € N, probar

n=ng

que <h’m En> — lim u(E).

Probar las afirmaciones del problema 1.6.2, salvo 3., cuando p es finita, no negativa,

sub-aditiva y monoétona en R, con u() = 0.
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1.20.

1.21.

1.22.

1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

Sea X un espacio topologico de Hausdorff. Si | X| = Xy, probar que P(X) = B(X)
y luego, |B(X)| = 2% =c.

Una clase A/ de conjuntos en X se llama normal, si N es cerrada bajo la operacion
de uniones numerables disjuntas y las intersecciones de sucesiones no crecientes.
Probar que un o—anillo es una clase normal y que una clase normal que es un

anillo es un o—anillo.

Si A es un algebra de conjuntos en X, probar que M(A), la clase mondtona

generada por A es la o—algebra generada por A en X.

.Es este resultado cierto si A es un anillo?

En P(N) sea
E
#—, si E es finito;
pin(E) = n
00, si E es finito.

donde #FE denota al ntiimero de los elementos en E. Demostrar que p, es una

medida en P(N) para todo n € Ny que u, | i, donde

0, si FC Ny FE es finito;
H(E) = . L
0o, si ¥ C Ny FE es infinito.

Probar que x no es una medida en P(N). (Comparar con 1.4.17 y el ejercicio 1.24.)

Sea p una medida o—finita en una c—4&lgebra S de conjuntos en X con u(X) = oo.

Sip, = %,u, n € N, probar que u, | y que

lim p, (E) = , Ees.

0o, siu(E)

0, sip(F)<oo;
0.

Mediante este ejemplo, demostrar que inf i, no es una medida en S. (Comparar
n

con 1.4.17 y el ejercicio 1.23.)

Sean g : X — Y una funcién cualquiera y S una o—algebra de conjuntos en X.
Probar que X ={E: E CY,g7(E) € S} es una oc—4lgebra en Y.

Sea S, la o—éalgebra generada por (0,1],(1,2],...,(n — 1,n] en R. Probar que
Sp C Sp41 para todo n € N.

o0
Demostrar que (J S, no es una o—algebra en R ni es un o—anillo. (Ayuda:
n=1

(0,00) = |J (0,n]. Notese que (0,n] € S para todo n € N, pero (0,00) & |J S, ).
n=1 —

n=1
Mediante un contra-ejemplo, demostrar que S U Sy no es un anillo, aunque &7 y

Ss son anillos de conjuntos.
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1.28.

1.29.

1.30.

1.31.

1.32.

Mediante un contra-ejemplo, demostrar que R1TRs no es un anillo, aunque R; y

Rj sean anillos o o—anillos de conjuntos.

Dar una clase monétona M que contiene a ) y X, pero que no es una o—4algebra
de conjuntos en X.

S
n=1

Sean S un o—anillo de conjuntos en X y {E,} -, C S. Si p es una medida en S

con Y u(E,) < oo, probar que (m En> = 0.
n=1 n

Si (W, <) es un conjunto bien ordenado, probar que no existe ninguna sucesion

infinita (a,),—, en W tal a1 > as > ag > ---, donde a > b significa que b < a 'y
b # a.

En el ejercicio 1.25, sean X e Y espacios topologicos y g : X — Y una funcién
tal que g~1(U) € S para todo U abierto en Y. Probar que ¢~!(E) € S para todo
E € B(y). (Ayuda: Si U es abierto en Y, U € 3, donde X es tal como en el ejercicio
1.25)
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